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Prelucrarea datelor experimentale în fizică este o disciplină 
nou-introdusă în planul de învățămini al liceelor de matematică- 
fizică (profil mecanic, electrotehnică, informalică). “Scopul 
acestei discipline este mărirea valorii formalive a experimentului 
de fizică şi integrarea învăţării fizicii cu munca propriu-zisă de 
cercelare prin interpretarea și prelucrarea datelor oblinute din 
realitatea fizică nemijlocită. 

Manualul încearcă să realizeze acest obiecliv folosind expe- 
rimentul posibil în laboratorul şcolar. Plecînd de la datele 
obținute, se arată diferite metode de înregislrare a datelor, de 
prelucrare şi de apreciere a erorilor posibile în condițiile unui 
experiment dal. 

Imporlantă este nu reținerea şi înşuşirea formulelor ci 
înțelegerea şi exersarea metodelor expuse, familiarizarea, cu 
problemele care se ivesc în munca de cercetare experimentală 
în vederea aplicării acestor metode în praclică. 

Îmbunătăţirea structurii manualului şi a conținutului său 
depind de eficienţa aplicării lui la clasă. În acest scop, aștep- 
tăm propuneri menite să contribuie la creşterea calității acestei 
Iuerări. 


Editura Didactică şi Pedagogică 


CUPRINS 


Sisteme de unități. Sistemul internaţional de unităţi 


1-1. Mărimi fizice. Unităţi de măsură |. . 
1.2. Formule fizice, Coeficientul parazit. 
1.3. Sistemul internaţional de unităţi (SD) 
1.3.1. Unităţi SI fundamentale 
1.3.2. Unităţi și derivate... 
1.3.3. Unităţi SI suplimentare... 


1.3.4. Unităţi care nu rac parte din sistemul 


1-4. Analiza dimensională a formulelor 
1.5, Constante fizice fundamentale . . , . 
Exerciţii şi probleme. 


Mârimi aproximative. Reprezentarea datelor prin tabele 


2.1. Erorile mărimilor aproximative 
2.2. Remuli de rotu 
2.3, Erorile 

Ea E DEI CI e LA UNDE CA 


2.3.1. Adunarea numerelor aproximative . 


2.3.2. Scăderea numerelor aproximative 


Înmulțirea numerelor aproximative 
Împărţirea numerelor aproximative 
Ridicarea unui număr aproximativ la o putere 
2.3.6. Extragerea rădăcinii de ordin k dintr-un număr aproximativ 


ire a numerelor. Stabilirea ni 
zultate în urma efectuării unor operații matematice 


3 internaţional 
1.3.5. Multiplii şi submuitiplii pentru unităţile SI, 


cu numere 


mărului de cifre exacte 


2.4. Reprezentarea datelor prin tabele... cc .. 
Zi Intitopoliția es pn usii e (pe 3, isa dial RE: e m apte bn 3 E e 
2.5.1. Cazul argumentelor cu pas constant... cc... 
2.5.2. Cazul cind argumentele nu variază cu pas constant . . .... 
IL EERO e a a pe Sa ce a ed a e MAR 9 a 
estereiții păgânii a ÎI 3 ie să în at 8 udă aa i aa a ada 


3. Reprezentarea datelor prin grafice . . . . eee. 


3.1. Uncle avantaje ale reprezentării datelor prin grafice. . ....... 
3.2. Gratice calitative şi cantitative... . cc. cc... 
3.3. Unele indicații privind reprezentarea datelor prin gralice ..... . 
de SeRei ARSURI An ce aa e ua A atu. e apa în me 
pita ge fe e SIMI Mda cai de e oi Dietei în 


3, iteprresernitei da dlore te EETRTAIE puenai ar si e &  0geeaterieaa e  B9) 
4.4. Formule raționale şi formule empirice . ... e eco 100 
4.2. Alegerea formei adecvate pentru o formulă SEI ee ea 0 
43. Evaluarea constantelor. Concordanţa unci [uncii empirice cu ua şir de date 110 
DER RC VIII PRODI emma pi Pa ss mizere ă AB, 

i, tatiite gi arăjiuca: îl miăsurgrăla a os a me a m emma aa a ae 188 
5-4. Metode de mâsurare + e eee 124 
52 MUIE Ne ORDER) 1 7 ei răi d E PE A apa a aria ar era IE 

s.a.4. Glasiticarea mijioaeelor. de măsurare după complexitate „+... 128 
52.2. Clasificarea inijlcacelor de măsurare după sarcinile lor în cadrul unei in- 
stalaţii de măsurare a VA a a are e piine ră 3 [ară 900) 


5.2.3. Clasificarea mijloacelor de măsurare după forma semnalului +... 134 
5.24. Elemente de indicaţii ale mijloacelor de măsurare . . . +... 18 
5.2.5. Noţiuni metrologice privind indicaţiile mijloacelor de măsurare 195 
PPR pe ae pe ego o aie aj ep 3 BRIAN E SR d 
$. Iniroducere în teoria erorilor de măsurare + « vssimieie ee e oa me en e VĂ 
6.1. Erorile de măsurare ale mijloacelor de măsurare + eee eee 2 
6.2. Clasificarea erorilor de măsurare . . . e... cc. Satin e NE 
6.3. Erori sistematice. Unele procedee de eliminare a erorilor sistematice... 152 
pre eine raze somer at etica ră RO AR - n cect el d tau În ee 
6.4.1. Proprietăţile erorilor intimplătoare. Densitatea de repartiție Gauss. 159 
6.4.2. Estimarea valorii adevărate z Erori aparente... . . - 102 
6.4.3. Relaţia dintre indicele de precizie h și eroarea medie pătratică 168 
R4.4 Banajia 0 mepartițiee e ae să iat e oral n Ie e a adi 2 a aa due Î28 
6.45. Nivel de incredere. Interval de Incredere. . . . e ee eee 177 

6.4.6. Coneluzii practice privind erorile întimplătoare în cazul ofeetuării unul 
set de măsurări directe, în aceleași condiţii. . . . e... 180 


Compararea valorilor medii... eeee eee ee 181 


Măsurări indirecte. Legea de compunere a erorilor + +... e. 183 
attozalii Lip ao DUaiată morene ip man tite mem: pasat ata papii XABIL 
ar 2 ae 05 5 OREI Da a E Ap Peart a ne aa st 0 DU] 
7.1. Linia dreaptă ce trece prin originea coordonatelor +... eee 193 
â. Iitola ăromptă, Ca genuri» e. e jeune cotraere tarie ip so denaaie ae 95 


Bibliografie. 


SISTEME DE UNITĂŢI. 
SISTEMUL INTERNAȚIONAL DE UNITĂŢI 


In studiul fenomenelor sau obiectelor din natură omul măsoară diferite 
mărimi fizice care caracterizează fenomenele sau obiectele respective. 

Fizicianul englez William Thomson (lordul Kelvin) a spus că: „atunci 
cînd putem măsura mărimea despre care vorbim şi o putem exprima prin- 
tr-un număr, atunci noi ştim ceva despre ea ; dar cind nu o putem exprima 
printr-un număr, cunoaşterea noastră este slabă și nesatistăcătoare...“. 

Prin măsurare, în general, înțelegem atribuirea de numere, potrivit 
unor reguli stabilite, pentru obiectele şi fenomenele studiate. Desigur, în 
atribuirea unui număr pentru o mărime fizică oarecare, un rol deosebit îl 
are calitatea procedeelor de măsurare. De asemenea, vom vedea că aceleiași 
mărimi fizice i se pot atribui mai multe numere în funcţie de unităţile de mă- 
sură în care se exprimă numerele respective. 

Ştiinţa care se ocupă de unităţile de măsură pentru mărimile fizice 
de sistemele de unităţi de măsură, de mijloacele și procedeele de măsurare, 
precum şi de totalitatea normelor privind folosirea măsurărilor, a mijloacelor 
şi metodelor de măsurare în toate domeniile, este o ramură a fizicii — metro- 
logia. Cuvîntul metrologie derivă de la cuvintele greceşti melron — măsurare 
şi logos — vorbire şi înseamnă deci ştiinţa măsurărilor. 

Este clar că progresul în ştiinţă şi tehnică nu poate fi conceput fără mă- 
surări şi, respectiv, fără mijloace de măsurare şi unităţi de măsură. Nu întîm- 
plător D. 1. Mendeleev arată că „ştiinţa începe atunci cînd încep măsurările“, 
iar Max Planck, unul dintre creatorii mecanicii cuantice, reluind o idee a lui 
Galileo Galilei, îi îndemna pe fizicieni să măsoare tot ce nu este încă măsurabil. 
Perfecţionarea tehnicilor de măsurare a permis măsurarea multor mărimi 
fizice care nu cu multe zeci de ani în urmă se considerau nemăsurabile. S-a 
ajuns să se măsoare o serie de mărimi ce caracterizează structura atomului 
și a nucleului şi chiar a particulelor elementare. 


Dezvoltarea rapidă a ştiinţei şi tehnicii şi de asemenea lărgirea colaborării 
economice și ştiinţifice între diferite ţări impun realizarea unor norme unice 
atît pentru modalităţile de măsurare a mărimilor fizice, cit şi pentru sistemul 
de unităţi în care se exprimă mărimile fizice respective. 

În acest sens, pe plan mondial, au existat preocupări constante încă din 
anul 1793, cînd în Franţa a fost creat sistemul de unităţi de măsură — denumit 
Sistemul metric, care avea la bază unităţile fundamentale : metrul — unitate 
de măsură a lungimii — şi kilogramul — unitate de măsură a masei În anul 
1875 a fost semnată la Paris, de către reprezentanţii a 17 ţări, Convenţia 
Metrului — prin care sistemul metric a devenit sistem de unităţi cu aplicabilitate 
în toate ţările semnatare. Totodată, s-a fondat un Birou Internațional de 
Măsuri şi Greutăţi (BIPM) — laborator permanent de cercetări în domeniul 
metrologiei, cu sediul la Săvres, în apropiere de Paris — a cărui activitate 
este îndrumată de Comitetul Internaţional de Măsuri şi Greutăţi (CIPM). 
Întreaga activitate în acest domeniu este coordonată de Conferinţa Generală 
de Măsuri şi Greutăţi (CGPM), constituită din reprezentanţii tuturor ţărilor 
care au aderat la Convenţia Metrului. Țara noastră este membră a Convenţiei 
Metrului din anul 1883. Activitatea laborioasă desfăşurată atit în cadrul 
forurilor internaţionale cît şi în cadrul laboratoarelor de metrologie din dife- 
rite ţări a condus la elaborarea unui sistem practic de unităţi de măsură 
susceptibil de a fi aplicat în toate ţările. Noul sistem de unităţi stabilit la 
cea de a 10-a Conferință Generală de Măsuri şi Greutăţi din anul 1954 a fost 
denumit la cea de-a 1l-a Conferinţă Generală de Măsuri şi Greutăţi, care 
a avut loc în anul 1960, Sistemul internaţional de unităţi, notat prescurtat SI. 

Sistemul internaţional de unităţi este un sistem practic, coerent, simplu 
şi raţional, structurat astfel încît prezintă aplicabilitate în toate domeniile 
ştiinţei şi tehnicii. Avantajele noului sistem de unităţi de măsură se reflectă 
şi în faptul că Sistemul internaţional de unităţi se aplică în peste 120 de țări, 

“Țara noastră a adoptat Sistemul internaţional de unităţi (SI) între 
primele ţări din lume, prin hotărirea Consiliului de Miniştri nr. 550 din 81 
august 1961, începînd de la acea dată. Conform acestei hotărir temul 
internaţional de unităţi este singurul sistem de unităţi legal şi obligatoriu în 
ţara noastră, ? 


1.1. MĂRIMI FIZICE. UNITĂŢI DE MĂSURĂ 


În general, prin - mărime fizică înţelegem o proprietate caracteristică, 
măsurabilă, a unui obiect sau a unui sistem fizic oarecare. Este important 
să subliniem că o caracteristică esenţială a mărimilor fizice este aceea că 
sînt măsurabile, adică se pot exprima cantitativ în urma efectuării unei ope- 
raţii de măsurare. 

Orice mărime fizică prezintă atît o latură cantitativă cit şi o latură ca- 
litativă. Latura calitativă a unei mărimi fizice se determină prin proprie- 
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tatea obiectului material sau particularitatea sistemului, redate de mărimea 
respectivă. De exemplu, masa unui corp caracterizează inerția corpului, acce- 
leraţia redă modul de variaţie a vitezei unui corp iar forța este o mărime fizică 
ce caracterizează interacţiunea dintre corpuri. Aceste trei mărimi fizice, 
masa, accelerația și forţa, reflectă laturi calitativ diferite ale corpurilor sau 
fenomenelor din natură. 


Mărimile fizice definite, din punct de vedere calitativ, pot fi însă mai 
intense sau mai puţin intense, mai mari sau mai mici. Această proprietate 
reflectă latura cantitativă a mărimilor respective. Nu putem caracteriza o 
mărime fizică nici numai prin latura sa calitativă și nici numai prin latura 
cantitativă a acesteia. Proprietatea calitativă a unei mărimi fizice ar [i fără 
sens dacă nu am dispune de informaţii privind şi natura cantitativă și invers, 
De exemplu, afirmaţia că, sub acțiunea unei forțe exterioare, un corp își 
schimbă starea de mişcare, exprimă numai latura calitativă a acestui fenomen. 
Pentru a putea calcula acceleraţia corpului trebuie să cunoaștem mărimea și 
direcţia forţei, masa corpului ete., adică să indicăm cantitativ mărimile fizice 
corespunzătoare 


Mărimile fizice care exprimă aceeași proprietate calitativă a corpurilor 
sau a sistemelor fizice, deosebindu-se între ele numai prin latura cantita- 
tivă, se numesc mărimi de aceeaşi natură. 


Prin operaţia de măsurare a unei mărimi fizice se stabileşte de cîte ori 
se cuprinde în mărimea respectivă o altă mărime de aceeași natură. Mărimea 
din urmă reprezintă unitatea mărimii măsurate. Desigur că alegerea unităţii 
de măsură pentru o mărime fizică oarecare nu este impusă de nici o lege a 
fizicii. Compararea însă a două mărimi fizice de aceeași natură se poate face 
numai dacă valoarea acestor mărimi, adică numerele ce li se asociază, exprimă 
de cîte ori se cuprinde în mărimile respective aceeaşi mărime considerată 
ca unitate. Dacă, de exemplu, se scrie că valoarea pentru masa corpului 1 este 
m, = 1000, iar pentru masa corpului 2 este ms = 1, nu putem răspunde 
la întrebarea care dintre aceste două mase este mai mare, În ipoteza că ambele 
mase se exprimă în aceleaşi unităţi, de exemplu în kilograme, atunci masa ma 
este mult mai mare decit masa ms, iar dacă pentru masa m, numărul 1000 
înseamnă grame, iar pentru masa m; numărul 1 înseamnă kilograme, atunci 
cele două corpuri au mase egale. Chiar și din acest exemplu rezultă cît de 
importantă este ajungerea la un consens privind adaptarea unei aceleiași 


unităţi de măsură, cu multiplii şi submultiplii acesteia, pentru mărimile fizice 
de aceeaşi natură. 
Posibilitatea alege: 


arbitrare a unităţilor de măsură pentru unele mărimi 
fizice nu înseamnă că nu există reguli riguroase care dictează această alegere. 
Unităţile de măsură alese trebuie în primul rînd să corespundă cerinţelor 
impuse de practică şi să poată fi utilizate în toate ţările. De asemenea, ale- 
gerea unităţilor de măsură pentru unele mărimi fizice conduce la stabilirea 
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unităţilor pentru alte mărimi fizice. Astiel, de exemplu, viteza medie a unui 
corp este raportul dintre spaţiul As parcurs în intervalul de timp Al. Dacă 
stabilim unităţile de măsură pentru lungimea As și pentru intervalul de timp 
At, rezultă unitatea de măsură pentru viteză. 

Rezultă deci că în procesul de măsurare este necesară rezervarea unui 
set de mărimi fizice numite fundamentale, astfel încit să ne putem folosi 
de ele, şi numai de ele, pentru stabilirea unităţilor de măsură pentru mărimile 
determinate pe cale experimentală. Setul mărimilor fundamentale reprezintă 
mărimi necesare şi suficiente din unităţile de măsură cărora le rezultă unităţi 
univoc determinate pentru toate mărimile fizice. Unităţile de măsură adop- 
tate pentru mărimile fizice fundamentale se numesc unităţi fundamentale. 

Mărimile fizice pentru care unităţile de măsură se exprimă printr-o com- 
binaţie a unităţilor fundamentale se numesc mărimi derivate, iar unită 
lor de măsură se numesc unităţi derivate. De exemplu, forţa se măsoară în 
newton (N), dar ştim că 1 N = 1 kg-m/st. Deci unitatea derivată N se exprimă 
prin unităţi fundamentale pentru masă, lungime şi timp. 

Impărțirea mărimilor fizice, în mărimi fundamentale și mărimi derivate, 
este de o deosebită importanţă practică, deoarece aceasta reduce considerabil 
numărul unităţilor pentru care trebuie să avem mijloace standardizate care 
reprezintă o unitate de mărime şi care se numesc etaloanele mărimii fizice 
respeetive. 


Pentru unităţile fundamentale se construiesc etaloane care trebuie păs- 
trate în condiţii cu totul speciale. 


Etaloanele trebuie să satisfacă o serie de condi 
următoarele : 


i printre care amintim 


— să poată fi reconstituite ; 

— să prezinte o variaţie minimă faţă de influența factorilor externi, ca 
temperatură, presiune, umiditate ete. ; 

— să poată fi folosite în mod simplu în tehnica măsurării ; 

_ să fie construite din materiale care nu suferă modificări de structură 
fizico-chimice în timp. 

Există etaloane de mai multe ordine : 

— etaloane prototip — care sînt depozitate în camere speciale ale pavi- 
lionului Breteuil de la Săvres din apropierea Parisului şi cu care se lucrează 
extrem de rar; 

— etaloane de prim ordin — depozitate impreună cu etaloanele prototip 
şi din timp în timp comparate cu acestea; 

_ etaloane de-al doilea ordin constituie copii după etaloanele de primul 
ordin, fiind distribuite în diferite ţări unde sînt păstrate în condiţii speciale. 
Deci pentru fiecare țară etalonul de-al doilea ordin are semnificaţia etalonului 
prototip pe plan mondial ; 
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_ etaloanele de-al treilea ordin sînt copii construite în fiecare ţară după 
etalonul de la al doilea ordin, fiind folosite în procesul de măsurare de către 
institutele metrologice şi institutele de cercetare. 

Pe baza etaloanelor de-al treilea ordin se construiesc „măsurile“ care se 
folosesc în practica zilnică de măsurare, 


1.2. FORMULE FIZICE. COEFICIENTUL PARAZIT 


Din cele relatate în paragraful precedent rezultă că prin operaţia de 
măsurare a unei mărimi fizice X se stabileşte numărul real z care este acel 
unic număr real astfel încît X = 2[X), unde [X] este unitatea de măsură. 
Raportul dintre mărimea de măsurat X și unitatea de măsură [X] pentru 
mărimea respectivă se numeşte valoarea sau măsura z a mărimii X. 


pipi ee (1) 


Valoarea z fiind raportul a două mărimi fizice de aceeași natură măsurate 
în aceleaşi unităţi, este o mărime adimensională. Din acest motiv trebuie 
întotdeauna scrisă mărimea X ca un produs dintre valoarea z şi unitatea 
de măsură [X]- 


Y = AX] (0.2) 


Dacă nu se i 
de semnificație 
diferite [X], [Xa] 
şi (1.2) putem serie : 


ică unitatea de măsură folosită, rezultatul măsurii este lipsit 
ică. Este clar că măsurind mărimea fizică X cu unităţi 
obţinem valori zi, Za... diferite. Din formulele (1.1) 


(1.3) 


(1-4) 


Rezultă deci un fapt fundamental privind unităţile de măsură şi anume: 
Raportul valorilor măsurate ale unei mărimi fizice cu două unități diferite este 
egal cu raportul invers al acestor unități. 

Faptul că mărimile fizice se exprimă ca un produs între valoarea şi uni- 
tatea de măsură conduce la o deosebire între formulele fizice şi formulele 
matematice. Formulele fizice cuprind mărimi măsurate sau măsurabile pentru 
care trebuie indicate atit valorile cît și unităţile de măsură, iar în formulele 
matematice intră numai mărimile respective. De exemplu, dacă avem un 
pătrat cu latura X 3 0, matematic se scrie că aria acestui pătrat este: 


Dom (1.5) 


u 


Folosirea practică a. acestei formule implică măsurarea mărimilor X şi A. 
Fie [A] unitatea de măsură pentru aria A şi, înlocuind în formula (1.5), avem 


ala] = 22012, (1.6) 
unde a este valoarea ariei A. Deci: 
[XE] 
[AI 


Rezultă că formula ce reprezintă relaţiile dintre mărimile fizice nu este iden- 
tică cu formula care exprimă relaţiile dintre valorile mărimilor respective. 
Dacă notăm prin: 


(1.7 


(.8) 


formula (1.7) capătă forma : 


a (1.9) 


Deci formula exprimată prin valori măsurate diferă de formula matematică 
respectivă printr-un coeficient de proporţionalitate cunoscut sub numele de 
coeficient parazit. Valoarea acestui coeficient parazit depinde de unităţile de 
măsură ale mărimilor ce intră în formula matematică respectivă. Asttel 
dacă aria A se măsoară în hectare (10 m?), iar pentru X se alege unitatea 
de măsură [X] ca fiind 1 m, atunci pentru formula (1.7) coeficientul parazit 
K este: 


1 m' 


1 ha 104 m? 


În acest caz, formula (1.7) trebuie scrisă sub forma : 


Prezenţa coeficientului parazit în formulele fizice conduce la complicarea 
structurii acestora, de aceea se recomandă utilizarea unor astfel de unităţi 
de măsură, încît valoarea acestui coeficient să fie k — 1. Dacă unităţile 
de măsură se definesc arbitrar şi deci în formulele fizice este prezent coefi- 
cientul parazit diferit de unu, avem un sistem incoerent de unităţi, adică 
un ansamblu de unităţi fără nici o legătură între ele. 
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Eliminarea coeficientului parazit conduce la o condiţionare a unităţilor 
de măsură pentru mărimile derivate. Adică pentru aceste mărimi nu putem 
alege unităţi arbitrare, ci numai pe acelea care rezultă din unităţile stabilite 
pentru mărimile fundamentale. De exemplu, din formula (1.7) rezultă că pentru 
E = 1 avem 


[Al = IX (1.10) 

Aceasta este o relaţie de condiţie care arată că, dacă unitatea pentru mărimea X 

este metrul, atunci pentru unitatea de arie nu putem alege orice unitate ci 

numai aria pătratului de latură egală cu unitatea de lungime [X], adică cu 

un metru. Dacă această condiţie este satisfăcută atunci relația (1.7) se serie : 

Pa (11) 

In acest fel, relaţia dintre valori este identică cu formula care reprezintă 

relaţia dintre mărimile respective, adică formulele fizice şi formulele matema- 
tice se exprimă identic. 

Prin acest procedeu se ajunge însă la faptul atea de măsură pentru 
ia A derivă din unitatea aleasă pentru lungimea X a laturii pătratului, 
În acest sens, unitatea pentru lungimea laturii pătratului este o unitate funda- 
mentală, iar unitatea pentru arie este o unitate derivată. 

Ansamblul unităţilor de măsură a căror mărime este determinată de un 
număr restrins de unități fundamentale constituie un sistem coerent de unităţi. 
Uttlizarea unui asttel de sistem conduce la faptul că practic toate formulele 
fizice se scriu asttel încît coeficientul parazit k — 1. 


1.3. SISTEMUL INTERNAȚIONAL DE UNITĂŢI (SI) 


În sistemul internaţional se disting trei clase de unităţi SI, şi anume : 

— unităţi fundamentale ; 

— unităţi derivate ; 

— unităţi suplimentare. 

1.3.1. Unităţi SI fundamentale. Unităţile funda mentale, independente din 
punct de vedere dimensional, sint în număr de şapte (tabelul 1.1). 


Tabelul 1.1 
Unităţi SI fundamentale 


marimea | memumra | smmram 
Lungimea L Metru m 
Masă M Kilograi Ig 
Timp Secund. s 
Intensitatea curentului electric Amper A 
“Temperatura termodinamică Kelvin K 
Cantitatea de substanță Mol mol 
Intensitatea luminoasă Candelă ca 
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Simbolurile unităţilor se scriu cu litere latine, în general mici, totuşi, 
dacă simbolurile de: , atunci se folosesc litere latine majus- 
cule (pentru prima ă). Simbolurile nu sînt urmate de punct. De asemenea» 
simbolurile unităţilor rămîn neschimbate la plural. 


Redăm definițiile unităţilor fundamentale adoptate de a 11-a Conferinţă Generală de 
Măsuri şi Greutăţi din anul 1960. 

1. Unitatea de lungime (metru). Metrul este lungimea egală cu 1650 763,73 lungimi 
ac undă În vid a radiaţiei care corespunde tranziţiei între nivelele de energie 2Pae și 5ds ale 
atomului de Kripten 86. 

2. Unitatea de masă (kilojiram). Prototipul internaţicnal al kilogramului rămine cel 
confirmat de prima Conferinţă generală de măsuri şi greutăţi din anul 1889. 

Acest prototip internaţional din plativă iridiată se păstrează la Biroul Internaţional de 
Măsuri şi Greutăţi In condițiile stabilite în anul 1589 

Avindu-se în vedere că în uzul curent'există o ambiguitate asupra semnificației terme 
nului de greutate, folosit end în sensul de masă, cind în sensul de efort: mecanie, cea de-a i-a 
aferinţă generală de măsuri și greutăți din anul 1901 stabileşte : 

— Kiogramul este unitatea de masă ; el este egal îi masa prototipului, internațional 
a iogramulul 

— "Termenul de greutate desenmează o mărime de acecâși natură cu o forță: greutatea 
unul corp este produsul dintre masa acelui corp și acceleraţia gravitaţiei ; în particular, greutateu 
normală a unui corp este pradusul dintre masa acelui corp și acceleraţia normală a, iravitației. 

__ Valoarea adoptată în Serviciul Internaţional de Mâsuri și Greutăţi pentru accele- 
raţia normală a gravitaţiei este 980,665 em/s?, valoare care a şi fost ratificată prin unele lei. 

3. Unitatea de timp (secundă). Secunda este durata a 0102631770 perionde ale rndiu- 
iei care corespunde tranziţiei între cele două nivele de eneriie hiperfine ale stării funda men- 
tale a atomului de cesiu 133. 

1. Unitatea de intensitate a curentului electric (amper). Amperul este intensitatea unui 
curent electric constant care; menţinut în: două conductoare paralele, rectilinii, cu lungimea 
infinită și cu secţiunea circulară neglijabilă, aşezate în vid Ja o distanţă de 1 metru unul de 
altul, produce între aceste conductoare o forță egală cu 2-10? Newton pe o lungime de 
1 metru. 

3. Unitatea de temperatură termodinamică (Kelvin). Kelvinul, unitate de temperatură 
termodinamică, este fracțiunea 1/273,16 din temperatura termodinamică a punetulul triplu 
al apel. 

La cea dea 13-a Conferinţă Generală de Măsuri şi Greutăţi s-a hotărit că unitatea Kelvin 
şi simbelul său I 'se folosese pentrii n exprima un interval sau o diferenţă de temperatură. 

Ta afara temperaturii termodinamice (simbol 'T) exprimată în Ielvin, se foloseşte și tem- 
peratura Celsius (simbol 1) definită prin ecuaţia : 


Ze = 


(12) 


Unitatea „grad Celsius“ este ezală cu unitatea „Kelvin“, Un interval sau o diferență 
de temperatură Celsius pot fi exprimate atit în grade Celsius cit şi în Kelvin. 

6. Unitatea de cantitate de substanță (mol). Această unitate fundamentală a fost adoptată 
la cea de-a 14-a Conferinţă Internaţională de Măsuri şi Greutăţi din anul 1971. Prin rezoluţia 
n acestei conferinţe se specifică : 

12 Molul este cantitatea de substanţă a unui sistem care conţine atitea cantități elemen- 
tare ciţi atomi există în 0,012 kilograme de carbon 12. Masa de 0,012 kg de carbon 12 conține 
un număr de atomi egal cu numărul lui Avogadro (N = 6,022-10-* kmol” 

2* De cite ori se întrebuințează molul, entitățile elementare trebuie specificate, ele pu- 
tina fi : atomi, molecule, ini, alte particule suu grupuri specificate de asemenea particule. 
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7. Unitatea de intensitate luminoasă (candelă). Candela este intensitatea luminoasă, în 
direcţia normalei, a unci suprafeţe cu aria de 1/600 000 metri pătraţi a unui corp negru la tem- 
peratura de solidificare a platinei la presiunea de 101 325 Newton pe metru pătrat. 

Această definiţie a fost adoptată în anul 1967 la cea de-a 13-a Conferinţă Internaţională 
de Măsuri şi Greu 


“Trebuie înțeles faptul că unitățile de măsură pentru mărimile fundamen- 
tale, precum și numărul acestor mărimi nu se consideră ca fiind stabilite 
pentru totdeauna prin definițiile enunțate mai sus. Organizațiile metrologice 
din diferite ţări desfăşoară o laborioasă activitate în direcţia perfecţionări 
etaloanelor pentru unităţile fundamentale în pas cu cerinţele dezvoltării 
ştiinţei şi tehnicii actuale. Așa, de exemplu, unitatea de cantitate de substanţă 
ca unitate fundamentală a fost adoptată abia în anul 1971 și nu este exclus 
ca dezvoltarea cercetărilor în domenii ca fizica corpului solid, fizica nucleară 
sau fizica particulelor elementare să impună elaborarea și adoptarea altor 
unităţi fundamentale. 

“Trebuie, de asemenea, subliniată importanța practică deosebită a unor 
cercetări în domeniul fizicii atomice care, deocamdată, au fost singurele în 
măsură să furnizeze cele mai precise determinări pentru unităţile de lungime 
şi de timp. 

1.3.2. Unităţi SI derivate. Unităţile derivate sint date, de regulă, de 
expresii algebrice, care utilizează simbolurile matematice de înmulţire şi 
împărțire. 

Putem distinge trei grupe de unităţi SI derivate: 

a) unităţi SI derivate în funcţie de unităţile fundamentale ; 

b) unităţi SI derivate cu denumiri speciale ; 

c) unităţi SI derivate care se exprimă folosindu-se denumiri speciale. 

În tabelele 1.2, 1.3 și 1.4 indicăm unele exemple din fiecare grupă de 
unităţi SI derivate, pe care le considerăm ca fiind mai des utilizate. 

Este admisă folosirea anumitor combinaţii sau' a anumitor denumiri 
speciale în scopul facilitării diferenţierii mărimilor care au acecaşi dimensiune. 


Tabelul 1. 


Exemple de unităţi SI derivate, urupa a 


Marimea Denumirea unităţi în SI Simbolul 
Arie Metru pătrat 
Volum Metru cub 
Viteză Metru pe secundă 
Acceleraţie Metru pe secundă la pătrat 
Număr de undă 1 pe metru 
Densitate (masă volumetrică) Xilogram pe metru cub 
Densitate de curent Amper pe metru pătrat 
Intensitatea cimpului masnelie Amper pe melru 
Concentrația (a cantităţii de substan- | Mol pe metru cub mol pu? 


3) 
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în acest sens pentru frecvenţă se foloseşte mai degra 


unitatea hertz decît 


unitatea secundă la puterea minus unu, iar pentru momentul unei torţe uni- 


tatea metru-newton $ 


nu unitatea joule. 


Exemple de unităţi SI derivate, grupa b 


Tabelul 1.3 


Marimea 


rzxpresta în unităţii 
SP Tundamentale 


Frecvenţă 

Forţă 

Presiune 

Tenergie, lueru mecani 

Putere, [lux energetic 

Cantitatea de electricitate, sareii 
electrică 

Potenţial electric, tensiune electri 
tensiune clectromoloare 

Capacitate electrică 

Rezistență electrică 

Gonductanţă 

Fluxul inductanței masnetice 

imducție magnetică 

“Temperatură 


, căldură 


Hertz Hz 

Newton N 

Pascal Pa | Nm: 
Joule E) N-m 
Watt wars 
Coulomb | 

Volt YO Î VIA 
Farad E A 
Ohm VIA 
Siemens s AN 
“Weber Wb | Ves 
“Tesla | Wim 
Kelvin K 


si 
m-kg-s? 
ma ckges? 
meg să 
macese 


s-A 


meu 
mara cpt est! 


Exemple de unităţi SI derivate, grupa c 


Tabelul 1-4 


Denumirea 


Expresia In unităţii 


Marimeu unitați în SI Simpot SI fundamentale 
Momentul unei forțe Metru-newton Nm ma gs 
Densitate de ilux termic iluminare 
energetică Watt pe metru 
pătrat wm gs 
Capacitate termică Joule pe Kevin | 1/K malkgpes a 
Capacitate termică masică Joule pe kilogram 
Kelvin ka masa AK 
Energie masică Joule pe kilogram | J/ku mas? 
Energie volumetrică Joule pe metru 
cub ame 
Intensitate a cimpului electric Volt pe metru Ym. 
Sarcină electrică volumică Coulonib pe metrul, G/m: 
Permitivitate Farad pe metri Fm 
Permeabilitate Henry pe metru | H/m m :kg-s72-A- 
Energie molară Joule pe mol Iimol ms kg:s-2 mol 
Capacitatea termică molară Joule pe mol 
Kelvin Imi | mega 


Pentru a uniformiza modalităţile de folosire a 


rele recomandări : 


unităţilor se fac următoa- 


a) Produsul a două sau mai multe unităţi poate fi notat într-unul din 


modurile următoare : 


N-m; 


Nxm Nm. 


Se recomandă însă să se scrie sub forma N-m singura excepţie fiind Wh. 
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b) Dacă o unitate derivată se formează prin împărţirea unei unităţi cu 
o altă unitate se poate folosi bara oblică (/), bara orizontală (—) sau scrierea 
sub formă de puteri negative 


m 
m/s; Pe sau m: 
s 


c) Pentru evitarea unor ambiguităţi nu trebuie scrisă niciodată mai mult 
de o bară oblică pe un rind, în afară de cazul cînd se adaugă paranteze. În 
cazuri complicate se foloseşte scrierea de puteri negative sau de paranteze, 
de exemplu: 


m/s? sau ms? nu m/s/5, 
m-kg/(sE-A) sau m-kg-s2-A-: nu m-kg/s%/A. 


1.3.3. Unităţi SI suplimentare. În urma clasificării unităților de mă- 
sură în unităţi fundamentale şi unităţi derivate au rămas două unităţi pur 
geometrice asupra cărora nu s-a decis încă dacă fac parte din unităţile funda- 
mentale sau din unităţile derivate. Aceste mărimi sint date în tabelul 1.5. 


Tabelul 1.5 
Unităţi SI suplimentare 


Marimea Denumirea unităţii St Simbol 


Unghi! plan Radian rad 
Unghi solid Steradian se 


Unitatea SI de unghi plan, radianul şi unitatea SI de unghi solid, ste- 
radianul se definesc conform rezoluţiei celei de a 11-a Conferinţă Internaţională 
de Măsuri şi Greutăţi 

Radianul este unghiul plan cuprins între două raze care delimitează pe 
circumferința unui cerc un are de lungime egală cu cea a razei. Unghiul de 
1 radian este egal cu unghiul de (180/x) grade sexagesimale, adică 571745", 

Steradianul este unghiul solid care, avind virful în centrul unei sfere, 
delimitează pe suprafaţa acestei sfere o arie egală cu a unui pătrat a cărei 
latură este egală cu raza sferei. 

Dacă din centrul unei sfere de rază r se trasează o suprafaţă conică 
(fig. 1.1), atunci această suprafaţă intersectează o parte din sferă, aria acestei 
părţi AA fiind proporţională cu 7? şi cu valoarea unghiului solid 7. Unghiul 
solid + se determină ca raportul ariei AA şi pătratul razei sferice r?: 

AA 


pa (1.13) 
E 


Nu este greu de demonstrat că acest raport nu depinde de raza sferei. 


2 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 17 


Fig. 44. 


Unghiul solid total sub care se vede suprafaţa sferică din centrul sferei 


este: 


Anr? 


ea PL 4 sr. (1.14) 
Ta 


Atit radianul cit şi steradianul sint unităţi adimensionale. Deocamdată 
mu există aparate de măsură gradate în steradiani, pentru măsurarea directă 
a unghiului solid. Grupa unităţilor SI suplimentare este necesară pentru ex- 
primarea unor unităţi SI derivate (tabelul 1.6). 


Tabelul 1.6 
Unele unităţi SI derivate exprimate prin unităţile suplimentare 
marimea | omenirea Simi 
Viteză unghiulară Radian pe secundă rad/s 
Acceleraţia unghiulară Radian pe secundă la pătrat | rad/s* 
Intensitate energetică Watt pe steradian Wise 


Luminanţă energetică 


Watt pe metru pătrat-steradian| W-m--sr”1 
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1.3.4. Unităţi eare nu fac parte din sistemul internaţional. În aplicarea 
consecventă a sistemului internaţional s-a constatat necesitatea utilizării 
unor unităţi care nu fac parte din SI, dar care joacă un rol important şi sînt 
larg răspindite. Unele dintre aceste unităţi sint indicate în tabelul 1.7. 


Tabelul 1.7 
Unităţi folosite împreună cu unităţile SI 


pemumrea | simver | Valoarea în SI 


Minut min 1 min 


Oră n 1n = 3 600 s 
zi a 1 24 în = 80 400 5 
Grad E g> (1180) rad 
Minut e 25 

Secundă ze ra 

Litru i 1 

'Tonă t it 


Se recomandă, pentru păstrarea avantajelor coerenţei unităţilor SI, 
ca aceste unităţi să fie folosite cit mai rar posibil în combinare cu unitatea SI 
pentru formarea unor unităţi compuse. 

Sint adu cîteva unităţi a căror folosire este utilă în diferite domenii, 
pa acestora trebuie obţinută experimental şi de nu este exact 
cunoscută. Aceste uni i sînt: 

1. Electron-volt (eV). Un electron-volt este energia cinetică ciștigată 
de un electron, care traversează o diferenţă de potenţial de 1 volt în vid; 
1 eV = 1,60219-10-* J, aproximativ. 

2. Unitatea de masă atomică (unificată), simbol (u). Unitatea de masă 
atomică (unificată) este fracțiunea 1/12 din masa unui atom al nuclidului *C ; 
1u = 1,66057-10-47 kg, aproximati 
5. Multiplii şi submultiplii pentru unităţile SI. La cea de a I-a 
Conferinţă Generală de Măsuri şi Greutăţi din anul 1960 s-au stabilit denumiri 
şi simboluri pentru prefixe, destinate formării multiplilor și submultiplilor 
ai unităţilor SI. "Tabelul prefixelor a fost completat în anul 1964 și respectiv 
1975. 

Denumirile şi simbolurile pentru prefixele adoptate sînt cuprinse în ta- 
belul 1.8. 


Tabelul 1.8 


Prefixe SI 

ae PASE a | Pretixul | Simbel a ist Pretul Simpoi 
10 exa E deci 4 
10 peta P centi e 
10: tera £ să mili m 
1% giga G micro u 
10 mega N nano, i 
10 kilo k pico p 
10 hecto h temto i 
10: acea că aito a 
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La folosirea prefixelor SI se recomandă șă se țină: seama de următoarele 
reguli : = 

a) Simbolurile prefixelor se tipăresc cu litere latine (drepte) fără s 
între simbolul prefixului şi simbolul unităţii. E 

b) Dacă un simbol care cuprinde un prefix este însoţit de un exponent» 
aceasta înseamnă că multiplul sau submultiplul unităţii este ridicat la puterea 
exprimată la exponat. De exemplu: 


1 cm? = (10-2 m) = 104 mt, 
1 psi = (1020 5): = 10-61. 


aţii 


c) Nu se admit prefixe compuse care s-au format prin juxtapunerea mai 
multor pretixe SI. De exemplu, se serie 1 nm şi nu 1 mp. 


1.4. ANALIZA DIMENSIONALĂ A FORMULELOR FIZICE 


Coerenţa sistemului internațional impune ca unităţile pentru mărimile 
derivate să se exprime prin unităţi fundamentale şi eventual prin unităţile 
suplimentare. Este clar că nu orice mărime derivată se oxprimă prin toate 
mărimile fundamentale stabilite de sistemul internațional. Astfel practic 
toate mărimile derivate întilnite în mecanică se pot exprima numai prin 
trei mărimi fundamentale, şi anume lungimea L, masa M şi timpul T- Dacă 
seriem, de exemplu, legea a doua a lui Newton pentru un sistem de referinţă 
inerţial, avem : = 


(1.15) 


ă prin unităţile fundamentale 


Unitatea de măsură pentru forţă [F] se expri 
pentru mărimile 1, M, T sub forma 

[E] = MLT=. (1.16) 
Practic, toate unităţile de măsură pentru o mărime oarecare X, din mecanică, 
pot fi scrise analog cu formula (1.16): 

[XI = LEMoTe. (17 
Coeticienţii a, B, x, care pot fi întregi sau fracţionari, pozitivi sau negativi, 
reprezintă dimensiunile unităţii derivate X în raport cu unităţile [+ M și 7. 
Relaţia (1.17) reprezintă formula dimensională pentru unitatea derivată [X]- 

Formulele fizice sînt invariante faţă de schimbarea unităţilor de măsură 

ale mărimilor fundamentale dacă ambii termeni ai formulei au aceleaşi dimen- 
siuni în raport cu fiecare din unităţile fundamentale.ce intervin în formulele 
respective. 
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Dacă de exemplu. pentru o formulă de forma (1.15) se serie 


IF] = 


Pt 7 Lut al (1.18) 
m] [a] = LeMTr 1.19) 
1 


şi 
principiul invariației legilor Ii 
impune egalitățile 


i faţă de schimbarea unităţilor de măsură 


au = a Bi = a, = as. (1.20) 


Aceste egalităţi reprezintă condiţia de omogenitate a formulelor fizice. 
Dacă o formulă matematică reprezintă o lege fizică, atunci ambii termeni ai 
formulei respective trebuie să aibă grade de omoţenitate g, 8, +... egale în 
raport cu fiecare din unităţile fundamentale cuprinse în formula dată. 

“Ținind seama de proprietăţile de omogenitate a formulelor fizice, putem 
verifica totdeauna nu s-au comis unele erori în scrierea unei formule 
oarecare, 

Utilizînd principiul omogenităţii formulelor. fi 
formule numai pe baza analizei dimensionale. 

De exemplu știm că acceleraţia centripetă a unui punct material care se 
deplasează pe un cere de rază R cu viteza p, depinde de mărimile R și v. 
Putem deci serie : 


acă 


zice, putem deduce unele 


[a] = LT? a.20 
şi 
a] = Ioe[ RIP — Lara = La (1.22) 
comparind formulele (1.21) şi (1.22) obţinem: 
2. (1.23) 
1, 
de unde 
(1.24) 
Deci 


Uneori în formulele fizice intervine un coeficient adimensional A care nu poate 
fi determinat numai pe baza analizei dimensionale. De exemplu, dacă vrem 
să stabilim dependenţa energiei potenţiale în cimpul forțelor elastice de con- 
stanta elastică k şi elongaţia z, 


Li Ep = Ka. (1.25) 
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Dimensional : 
MLET= — (MILE — Mare. (1.26) 


Din această relaţie se obține 


Deci 


E = ARE, (1.27 


ntul de proporţionalitate A, în acest caz, este 1/2 şi deci formula 
sub forma : 


> 1 P 
Ep = e. (1.28) 


1.5. CONSTANTE FIZICE FUNDAMENTALE 


În general, prin constante, în fizică, înțelegem mi 
sau valori numerice (adimensionale) în formulele fizice. De:exemplu, accele- 
raţia gravitaţională g intră în multe formule fizice. Mărimea g însă depinde de 
latitudinea e şi de înălţimea h deasupra nivelului mării. Formula : 


g = (9,7805 + 0,0517 sin? e - 


mi fizice invariabile 


3,1-10-2 n) m/s* (1.29) 


se consideră ca 


nd cea mai precisă la ora actuală. Înălţimea h se ia în metri. 

Această formulă furnizează valoarea accelerației gravitaționale astfel 
încît valoarea calculată nu se abate mai mult de --5-10-1 m/s* de valoarea 
reală. Deci dacă pentru o înălțime A şi o latitudine g date, aplicind formula 
(1.29), se obține valoarea g, calculată, trebuie să scriem că valoarea reală este 
cuprinsă între 


ge — 0,0005 m/s 
/2 şi h 


Şi ge + 0,0005 m/s?. 


0 avem: 


Astiel pentru e 
g = (9,8322 + 0,0005) m/s*, (1.30) 


iar pentru e — za şi n=0: 


q = (8.8064 2 0,0005) m/s. - .. (1.30) 


Pentru o scriere mai compactă s-a adoptat o astfel de metodă, încit 


eroarea comisă prin asocierea unei valori pentru mărimea fizică respectivă 
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se notează în paranteză imediat după valoarea considerată. Astfel relațiile 
(1.30) şi (1.31) se scriu sub forma : 


9 — 9,8322(5) m/s* (1.30) 
şi 

9 = 9,8064(5) m/s. (.3r) 
Cifrele nedeterminate precis în valoarea unei mărimi [i 
e (1.30) şi (1.317) vedem că 
ultimele două cifre în valoarea lui g nu sint cunoscute exact, deoarece această 


citrelor incluse în paranteză. Astlel, în rela! 


valoare este cuprinsă între 9,8371 şi 9,8327 m/s? şi respectiv între 9,8059 
şi 9.8069 m/s*. 

Cu toate că valoarea accelerației gravitaționale depinde de latitudine şi 
înălțime, faţă de nivelul mării se consideră constantă universală, deoarece 
îşi păstrează valoarea în orice condiţii. 

Constantele universale -— mărimile fi 


e care-şi păstrează valoarea 
constantă în orice condiţii de temperatură, presiune ete. — prezintă un rol 
deosebit de important în fizic 


deoarece cu ajutorul lor se identifică şi se 


calculează alte constante mărimi fi 


In scopul posibilităţii unei utilizări unice coordonate, în ştiinţă şi tehnică, a 
numeroaselor date numerice care se obţin într-un ritm accelerat în laboratoa- 
vele din întreaga lume, este deosebit de important 
nim acceptate pentru toate const 


se dispună de valori una- 
O seri 


ntele fundamental 


de mărimi fun- 


damentale ca : viteza luminii în vid, sarcina electrică a elec! 


nului, constanta 
lui Boltzmann ete. intră foarte des în calculul diferitelor mărimi Lizice. Dacă 
în diferite laboratoare nu se utilizează aceleaşi valori şi precizii pentru constan- 


tele fundamentale, se ajunge la situaţia obţinerii unor rezultate experimentale 


contradictorii. Pentru înlăturarea unei astiel de situaţii 


au instituţionalizat 
grupe de lucru privind constantele fundamentale. Numărul constantelor 
funda mentale este relativ mare și multe din ele se referă la domenii ale fii 
necunoscute încă celor ce li se adresează acest manual. În tabelul 1.9 redăm 


unele dintre constantele fundamentale şi preciz 


cu care sînt cunoscute 
aceste constante la nivelul anului 1973. Deşi precizia constantelor fundamen- 
tale şi concordanțelor obținute sint în general suficiente pentru unele direcţii 
de cercetare, se apreciază că mai sint domenii în care se pune stringent pro- 
plema efectuării de noi experienţe şi calcule teoretice. Nici pentru constan- 
tele indicate în tabelul 1.9 valori 
finitive, deoarece nu este exclusă obținerea de noi informaţii care să ne îmbo- 


şi erorile date nu trebuie considerate de- 


gătească cunoașterea în domeniul constantelor fundamentale. 
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- Tabelul 1.9 
Unele constante fundamentale . 


SRI Simboi Mei tea eo ei 
Viteza luminii în vid e 2,99792458 (12) | 10 ms! 
Sarcina electronului e 1,6021892 (46) 10 
Gonstanta lui Planck n 6,620170 (36) 
Numărul lui Avogadro, N 6402200943 (61) 10: Kmol” 
Masa de repaus a electro- 

nului me 91095434 (47) 1021 ja 
Masa de repaus a proto- 

nului 14672048 (86) 10-22 kg 
Masa de repaus a neutro- 

nului 1 10: Kg 
Raportul dintre sarcina și 

masa electronului 1,7088047 (49) 10: Cha 
Numărul lui Faraday 1648456 (27) 107 G mol” 
Constanta gazelor ideale 341 (20) 102 jol arad 
Constanta lui Boltzmann 1380662. (14) 10-32 1 -urad- 
Gonstanta gravitațională 6,0720 (11) 10-21 Nem 
Volumul unui kmol de iaz 

tdeal (7, = 273,15 K, 

pa = 1 atm) 2241583 (70) m “lemol”t 


În afara constantelor fundamentale, un rol important îl joacă 
tele de material care exprimă proprietăţi caracteristice ale substanțelor în 
condiţii date de presiune, temperatură ete. Aceste constante fiind, în cazul 
corpurilor izotrope, independente de forma geometrică a corpului, carac- 
terizează substanţa din care este format corpul material. Ca exemplu de con- 
stante de material putem aminti rezistivitatea electrică, temperatura de to- 


pire ete. Constantele de material nu au valori independente de condițiile exte- 
rioare, astfel rezistivitatea depinde de temperatură, iar după cum se ştie 
temperatura de topire depinde de presiune ete. Constantele de material carac- 
terizează proprietăţile macroscopice ale substanțelor şi pot fi numai în foarte 
puţine cazuri exprimate prin constantele fundamentale. Valorile constantelor 
de material în diferite condiţii exterioare se determină experimental, cu aceste 
valori existind tabele detaliate. 


constan- 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


L.1. Să se indice mărimile fizice care se exprimă în unităţile de măsură 
a) N-m 
b) Nm 
€) I/uraa 
d) I/ku grad 
R. a) Imerul mecanic, energia, căldura, momentul forței 
b) presiunea, densitatea volumică de energie 
<) capacitatea calorică, entropia 
d) căldura specifică, entropia unităţii de masă. 
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1.2. Se consideră un sistem de unități în care unităţile de măsură pentru masă AM”, pentru 
vungimea LL, pentru timp 7” se exprimă prin unitățile corespunzăteare ML și T în SI după 
formulele : 


*M, Li 


N Dale 
unde ki(i = 1, 2, 3) sint constante. 

Să se calculeze factorii de multiplicare care apar Ia trecerea unităţilor de măsură pentru 
viteză, acceleraţie, forţă și energie din SI in sistemul considerat 
Li Ls 
Ka ri 


Li 


5 


1.3. Să se serie formula dimensională a constantei atracției universale +, care intervine 
în formula forţei 


Roly] = IM 
1.4. Să se serie formula dimensioi 
[”4 


RC; 
mat 


Mă pentru căldura specifică C 
IM 


aer 


RTT 


Știind că energia medie de translație a moleculelor unui gaz este dată dle relația 


să se sere formula dimensională pentru constanta lui Bizmann k 
ni = LEI 
IL] 


1.6. Pornind de la ecuația de stare a gazului ideal 


MT 


pV = »RT, 


să se deduc formula dimensională a constantei Jt. 


non PLIC 
IvIizI 
17. Să se indice unităţile de măsură pentru constanta R și masa molară M astre) încit 


ăi 


să fie serisă corect. din punct de vedere dimensional 


LANT mot 


formula 


Lis 
anl 


RAR) = Ie kmol: [M] = 


1.8. Formula lucrului mecanic, efectuat de un gaz, într-a transformare izolerimă ; 


LA 


L= RT 


este incorectă din punel de vedere dimensional. Să se indice, pe baza analizei dimensionale 
factorul care lipsește din această formulă. 
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R. Știind că 


[LI = LMT i 


iar din problema 1.7. 


LRI 


Deci (R-T] = LMI kmoli-iti = LMT-3 kmoli. 

Vedem că pentru ca produsul RI să aibă dimensiunea unui lucru mecanic trebuie mul- 
tiplicat ca un factor, pentru cate unitatea de măsură ete kmol. Mărimea fizică măsurată în 
1mol este numărul de moli v. Deci expresia corectă pentru lucrul mecanie este 


L>MT= morii. 


L= var mA 


vRT In 


Să se serie formulele dimensionale pentru : 
a) sarcina electrică 

b) diferenţa de potențial U 

e) intensitatea cimpului electric 2 

d) rezistența electrică FR 

e) eapacitatea electrică C 

1) intensitatea cimpului magnetic J1 

£) Muxul inducției magnetice (P 

n) induetanța unei bobine £ 

R. a) Din formula 


a=u 


ară [9 = (0) [iaca 
b) Direrenţa de potenţial fiind un raport dintre Iucrul mecanic. £ și sarcina electrică 
rezultă [U] = LAMTA 
<) Din formula 


rezultă 


d) Din formula lui Ohm: 


avem 
IRI = r2MTA—. 


e) Capacitatea electrică C se exprimă prin formula 


Deci 
[Lei] a MATA. 
1MTSA 
Dum aL 
4) Din legea inducției electromagnetice 
vu, AP 
A 


avem 
(0) = [UI-T = riMT=Ai 
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b) Prin definiţie inductanţa L. a unci bobine este raportul fluxului & și intensitatea ! 
a curentului, deci 


[LI = LIMTA-. 


1.10. Ştiind că energia inmagazinată într-un condensator depinde de sarcina electrică q 
de pe o armătură a condensatorului şi de capacitatea C a condensatorului, să se deducă, pe 
baza analizei dimensionale, expresia energici condensatorului în tuncţie de g și G- 


R-Ee = KqaCp- 
“Ținind seama de rezultatele problemei 1.9, avem : 
MT = (ADA MA Te AS) 


=BM-BTABra. 4a:5 
De unde 


Deci 


Obţinem asttel : 


1 
Calenlele teoretice conduc la valoarea = —-: 


E] 
1 
i 


1.11. Să se deducă expresia energiei cimpului magneti inmagazinată Intr-o bobină 


ştiind că această energie depinde de inductanța £. a bobinei şi de intensitatea curentului electric 
prin bobină 


La 18 
sau 
IPAET-3 = UAMT- A) AB 
2a= 2 
a=1 
— 22 
—22+B=0 
de unde 
Li 
g=2. 
Deci 


ELI. 
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Se arată că k= 172 şi deci: 


„rr. 
2 

1.12. Energia unităţii de volum a unui cimp electric în vid depinde de permitivitatea 
vidului es și de intensitatea Fa cîmpului electric. Să se stabilească dependența densităţii de 
energie W de ce și E. 


n. LMTO pm, 
= 
Din legea lui Coulomb 
1 
mer 
rezultă 
ge teze asa. 


EVA MeLe 
Din problema 1.10 
(EI = LMTA, 
Seriina 
W == lea) (EBD . 

obţinem 

LOMT = (MOLD AD) LMTA DB 

LMI > Mat L-a +B 7ta 28 pap. 


Prin identificare 
«a+B=+1 
-3a+p=1 
4u —3p= —2 
za —B=0 
B=2a e=1, 6= 


Deci W = keoE2. 


Coeticientul numeric k 


A cat. 
a) 


1.13. Să se deducă expresia vitezei luminii în vid, în funcţie de permitivitatea vidului e 
şi perineabilitatea magnetică ue a vidului 


B, 
ET 


R. ua 


unde B, este inducția cimpului magnetic în vid, iar JI este intensitatea cimpului magnetic. 
Fiuxul magnetic D este ş 


D=Bs. 
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Deci 


tg 09 PEMTOA= a paza 
151 Ia 


LB) _ MT= TE 
tus = IPL= = LMTA, 
vel un AL 


Viteza luminii în vid 


=au8 

LT = (MALTA LMT-Ap 
LT = M-atBLsatBr4a—38 As—2p, 

Prin identificare 


—a+B=0 
—da+p=1 
4e+28= —1 
22 —28=0 


Coeficientul numerie k = 1, 
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MĂRIMI! APROXIMATIVE. 
REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 


Practic, în toate formulele fizice, intervin mărimi sau constante lizice 
pentru care, dintr-un motiv sau altul, nu cunoaştem sau nu putem folosi 
valorile lor exacte. Din această cauză, în practică, se folosesc valori apro- 
piate de valorile reale, denumite valori aproximative. 

Amintim urr 
valori aproximative 


oarele motive pentru care sintem obligaţi să lucrăm cu 


a) Prin efectuarea oricărei măsuri se obţin rezultate afectate de erori 
inerente. Adică nu putem măsura niciodată valoarea adevărată a unei mărimi 
fizice, ci numai valoarea aproximativă a acesteia. Prin perfecţionarea meto- 
delor de măsurare se obţin aproximări din ce în ce mai bune, dar nu putem 
niciodată afirma că valoarea obţinută prin măsurare este identică cu valoarea 
adevărată. 

b) În foarte multe formule fizice intervin mărimi ca z, e ete. pentru care, 
deşi în principiu putem cunoaşte valorile exacte, sîntem nevoiţi să luăm 
valorile lor aproximative deoarece în practică nu putem, și de multe ori este 
fără sens, să lucrăm cu un număr foarte mare de zecimale. De exemplu 7 = 
— 3,1415926536 se utilizează de regulă ca x = 3,14 sau 7 = 3,142. 

Aproximarea cu care trebuie luate astfel de constante depinde de condi- 
ţiile concrete ale problemelor rezolvate. 


c) Rezultatele unor operaţii matematice ca logaritmul unor numere, 
rădăcina pătrată etc. reprezintă valori cu un număr mare de zecimale. De 
exemplu, Vă = 1,7320508..., iar, /2 = 1,4142135 şi In 2 — 0,6931471 etc. 
în practică folosim corespunzător /5 = 1,73, J2 = 1,41 şi In 2 = 0,698 ete. 

De asemenea, sînt dese situaţiile cînd mărimea obţinută reprezintă ra- 
portul a două valori exacte, dar acest raport scris în baza 10 conţine foarte 
multe zecimale și deci trebuie luată valoarea aproximativă a acestuia. De 
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exemplu, 2/7 = 0,2857142$57142... Este clar că practic nu se poate lucra cu 
un număr atit de mare de zecimale. 

d) Din tabelul 1.9 rezultă că toate constantele fizice care se utilizează 
curent în formule sînt cunoscute numai aproximativ. De exemplu, în valoarea 
accelerației gravitaționale g, formulele (1.30) şi (1.31) cunoaștem precis 
numai două zecimale. 


2.1. ERORILE MĂRIMILOR APROXIMATIVE 


Pentru caracterizarea abaterii valorii aproximative a unei mărimi fizice 
de la valoarea corectă a acestei mărimi se introduc noţiunile de eroare ab- 
solută şi eroare relativă. Se poate pune intrebarea, dacă ştim valoarea ade- 
vărată pentru o mărime fizică de ce avem nevoie să cunoaştem abaterea unei 
valori aproximative oarecare de la această valoare ? De fapt nu cunoaștem 
valoarea adevărată, dar putem folosi unele metode de estimare a acestei 
valori. Cum însă valoarea estimată nu coincide cu valoarea adevărată, va 
trebui să stabilim un anume interval! în jurul valorii estimate în care să 
putem spune, cu un anume nivel de încredere, că se află valoarea adevărată. 

Lăsînd, deocamdată, de o parte problemele legate de metodele de esti- 
mare a valorii adevărate, precum și problema surselor de erori în valoarea 
aproximativă, considerăm că pentru o mărime fizică oarecare valoarea ade- 
vărată este X, iar valoarea aproximativă este z. 

Prin abaterea valorii aproximative z de la valoarea adevărată X, sau 
prin eroarea absolută Az se înţelege diferenţa : 


Az=X—z 2.5 


Semnul acestei diferențe nefiind cunoscut, adeseori se utilizează valoarea 
absolută a abaterii (2.1). 


e, =|X—z|=laz (2.2) 


Din această formulă rezultă că valoarea adevărată X este cuprinsă în inter- 
valul 


z—|Az|<Xs<z+|Azr| (2.3) 


Eroarea relativă a valorii aproximative se determină prin raportul : 


ata A liasezi (2.4) 


pentru X 70. 
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Se mai utilizează şi noţiunea de eroare relativă procentuală ca fiind : 


33 a 


(în procente) = 


100. (2.5) 


Formulele de mai sus nu pot fi utilizate pentru calcule concrete, deoarece 
necunoscind valoarea adevărată X nu putem calcula eroarea absolută și 
respectiv eroarea relati 

În practica experimentală se poate pleca de la ipoteza că valoarea apro- 
ximativă x este sulicient de apropiată de valoarea adevărată X şi deci putem 
considera că sînt satisfăcute inegalităţile. 


lAz]< |X|, lAzi <| 2.6) 


Din aceste inegalităţi rezultă că valoarea aproximativă z este foarte 
apropiată de valoarea adevărată X, adică z = X. Această concluzie fiind 
adevărată, dacă se fac calcule sau măsurări concrete, putem înlocui formula 
(2.4) prin relaţia 


post [a 2.7 
2 


Introducind în relaţia (2.3) obținem : 
dz Xsara. (2.8) 


În această formulă 3 este eroarea relativă aproximativă (2.7). Dacă 
sînt satisfăcute relaţiile (2.6), obţinem inegalitatea 


la at. 2.9) 


Rezultă că dacă eroarea absolută este mult mai mică decit valoarea apro- 
ximativă a mărimii fizice considerate atunci eroarea relativă este mult maj 
mică decit 1. 

Din formula (2.7) putem scrie : 


|Az| = 8-2. (2.10) 


Vedem deci că admiţind inegalităţile (2.6) am ajuns ca în loc de trei necunos- 
cute (X, | Az | şi 3) să rămînem numai cu două necunoscute 3 şi | Az], valo- 
rile cărora încă nu le putem calcula. 

în practică, întilnim donă cazuri distincte în care putem evalua mărimile 
3 şi JAz|. 

a) Cazul cînd trebuie să folosim în calcule numere cu valorile precis 
cunoscute, dar avind în vedere posibilităţile de calcul sîntem nevoiţi să con- 
siderăm numărul respectiv cu un număr mai mic de zecimale, adică să luăm 
valoarea aproximativă pentru acest număr. Să luăm de exemplu numărul e. 
Considerăm că valoarea exactă este; e= 2,7182818. 
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În practica de calcul folosim valorile e = 2,72 sau e = 2,718. Putem 
caleula erorile absolute şi relative în aceste cazuri (tabelul 2.1). 


Tabelul 2.1 


aia aa Eroarea absolută Ar Eroarea relativă % 


2,72 


6,3169-10-2% 
718 


1,03679-10-2%, 


Valorile din acest tabel sint aproximative, deoarece am folosit numai 
şapte zecimale pentru numărul e, aceasta pentru a ne putea folosi de calcu- 
lator, ori numărul e ca şi z conţine un număr neliinitat de zecimale. 

b) Cazul în care valoarea aproximativă + este rezultatul unei măsurări. 
în acest caz calculul direct al abaterii absolute | Az| nu se poate face nici 
măcar aproximativ. Cunoseînd însă metoda de măsurare folosită putem 
evalua limita superioară a abaterii absolute | Az |. Dacă, de exemplu, măsurăm 
temperatura unui corp cu un termometru şi ştim că precizia de măsurare 
cu acest termometru este 0,1*C, vom considera că eroarea absolută este 0,1*C. 


Deci, în cazul efectuării unei măsurări, considerăm valoare maximă 
pentru abaterea absolută | Az | ca fiind determinată de precizia de citire pe 
aparatul de măsură utilizat. Rezultă deci necesitatea folosirii pe cît posibil 
a unor aparate de măsură de precizie cit mai înaltă. Desigur că putem avea 
situaţii cînd eroarea absolută | Az| să fie mai mare decit precizia de citire. 
Acest lucru poate fi datorat existenței unei serii de factori care conduce la 
mărirea erorii comise prin efectuarea măsură 


Înaintea efectuării unor măsurări se impune deci o analiză minuțioasă 
a tuturor factorilor care pot conduce la apariţia unor erori şi alegerea metodei 
de măsurare care să asigure erori minime. 

'Trebuie să subliniem că deoare 
eroarea absolută | Az | trebuie să 


e mărimea z măsurată este dimensională, 
bă aceleaşi dimensiuni ca şi mărimea a 


Eroarea relativă însă fiind raportul a două mărimi de aceleaşi dimensiuni, 
reprezintă un număr adimensional. 


O măsurare este cu atit mai precisă cu cit eroarea absolută și respectiv 
eroarea relativă este mai mică. Deşi prezintă importanţă atit eroarea absolută 
cît şi eroarea relativă, aceasta din urmă ne furni 
complete asupra preciziei măsurării efectuate. 

De regulă prin precizia P se înțelege valoarea egală cu 1/|3], adică 
inversul, valorii absolute a abaterii relative. Deci, cu cit |3| are o valoare 
mai mică cu atit precizia P este mai mare. 


zează informaţii mult mai 


Dacă de exemplu, cu termometrul pentru care eroarea absolută este 0,1*C 
măsurăm temperatura corpului A şi a corpului B şi obținem 4 = 100 şi 
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îp — 100*C, este clar că temperatura corpului B este mult mai precis deter- 
minată decit temperatura corpului A, deși eroarea absolută în ambele cazuri 
are aceeaşi valoare. Din formula (2.8) rezultă că valoarea adevărată a tem- 
peraturii corpului A este cuprinsă între 99 şi 10,1*C iar temperatura ade- 
vărată a corpului B este cuprinsă între 9,99 şi 100,1*C. Deci temperatura fa 
este determinată cu precizia 100, iar temperatura /A cu precizia 1 000. 

Pe de altă parte eroarea relat fiind o mărime adimensională permite 
compararea preciziei cu care au fost măsurate diferite mărimi fizice ca de 
exemplu, masă, timp, viteză, lungime ete. 

De exemplu, referindu-ne la tabelul 1.9 putem pune întrebarea dacă 
masa de repaus a electronului este mai pre cunoscută decit sarcina elec- 
trică a electronului, sau invers. 

Din tabelul 1.9 aflăm valorile : 


me = 9,109534(47)10-= kg 
e =— 1,6021892(46)10-+ C 


Eroarea absolută fiind indicată în paranteză avem: 


| Am, | = 0,000047-10-" kg 
| Ae | = 0,0000046-10-+* C 


Deci 
[3 | = 5;15-942-10- 


iar |3e| = 2,37107-10-% 


Din aceste date obţinem că masa de repaus a electronului este cunoscuti 
cu o precizie de 1,938-10%, iar sarcina electrică electronului este determinati 
cu precizia 3,483-102, 

Din cele discutate în acest paragraf rezultă că mărimile aproximative 
care intervin în formulele fizice pot fi caracterizate prin abaterea absolută 
|Az| de Ia valoarea adevărată X, prin eroarea relativă 3, precum și prin 
precizia 1/|3|. 

De regulă într-o formulă dată intervin valori de precizii diferite, Erorile 
rezultatului final, obținut în urma efectuării calculelor vor depinde de erorile 
tuturor mărimilor ce intră în formulă şi în primul rînd de erorile acelor mărimi 
care sint determinate cu o precizie mai mică. Deci dacă unele mărimi dintr-o 
anume formulă fizică sînt determinate cu precizie mică, nu are sens ca cele- 
lalte mărimi să fie luate cu precizii mult mai mari. În acest sens mărimile ce 
pot fi cunoscute cu o precizie foarte mare, dar care conțin un număr mare de 
zecimale, pot fi rotunjite. Trebuie însă ca eroarea relativă a valorii rotunjite 
să nu fie mai mare decit eroarea relativă a mărimii determinate cu precizia 
cea mai mică. 


Se recomandă ca eroarea relativă a factorilor numerici sau a constantelor 
ce intră în formula dată să [ie de aproximativ 10 ori mai mică decit eroarea 
velativă a mărimilor măsurate, adică a mărimilor determinate cu eroarea 
relativă cea mai mare. 
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2.2: REGULI DE ROTUNIIRE A NUMERELOR. 
STABILIREA NUMĂRULUI DE CIFRE EXACTE 


Am văzut că în calculele practice nu putem lua numere ca 7, e, /2 
AJ3 In 2 ete. cu un număr prea mare de zecimale. Deci apare necesitatea 
rotunjirii numerelor exacte. Se impune însă ca rotunjirea numerelor să se efec- 
tueze astfel încît eroarea relativă, obținută prin rotunjire, să nu depășească 
eroarea relațivă a mărimii cunoscută cu precizia minimă 


De exemplu, dacă dorim să calculăm perioada T a unui pendul gravita- 
ţional de lungime 1 — 100 em, la latitudinea ș — 45, trebuie să ținem seama 
de eroarea absolută care s-a comis prin măsurarea lungimii . Dacă |AL| = 
—1 mm atunci 


2.11) 


(2.12) 


[i 


Deci în calculul efectuat, mărimile 7 şi g, trebuie luate cu un număr de zeci- 
male încît erorile relative să nu depăşească 10-2 (eroarea relativă a mărimii 2 
cunoscută cu precizia minimă). 

Se pune deci problema stabilirii numărului de cifre semnificative prin 
care trebuie indicate; valorile mărimilor ca 7, g ete. 

O cifră semnificativă este oricare cifră 1, 2,...9, a unui număr care este 
folosită pentru a arăta mărimea numărului, indiferet de virgulă. Cifra zero 
se consideră semnificativă dacă se află în interiorul numărului sau la dreapta 
acestuia. De exemplu, dacă scriem coeficientul de dilatație liniară pentru alumi- 
niu sub forma a =0,000024 K-, primele cinci cifre de zero nu sint semnifi- 
cative şi o astiel de scriere nu este recomandată. Trebuie să scriem a 
— 24-10-14, valoarea coelicientului & conținînd două cifre semnificative. 
Dacă însă seriem acceleraţia gravitaţională g — 9,80 ms-?, cilra zero este 
semniticativă. Dacă un număr trebuie rotunjit la un anumit număr de cifre 
semniicative, trebuie să se aibă în vedere reguli : 


a) Dacă prima eifră trebuie neglijată este mai mică decit cinci, 
ultima cifră menţinută rămine neschimbat 


b) Dacă prima cifră care trebuie neglijată este mai mare ca cinci sau este 
cinci urmat de cifre diferite de zero, ultima cifră păstrată se mărește cu o 
unitate. 


e) Dacă cifra ce trebuie neglijată este cinci urmat numai de zerouri, 


numărul se rotunjeşte la cea mai apropiată valoare pa 


Ca exemplu seriem următoarele numere rotunjite ta o singură zecimală. 
12,345 ne dă 1243 3 
12,367 ne dă 12,4 
12,356 ne dă 12,4 
12,350 ne dă 12,4 -* tu: miti 
12,250 ne dă 12,3 i pd 


Prin rotunjirea numerelor de mai sus se comite, o 
cu 0,5-10-1 adică 0,05. ta 

în calcule trebuie să luăm numai cifrele semniticative, 6918 „pot: [i consi- 
derate exacte. De exemplu, în tabelul 1.9 volumul unui km], de gaz ideal, 
în condiţiile normale de presiune şi temperatură este dat cu şapte cifre semn 
ticative, dar nu toate aceste cifre pot fi considerate exacte. 


are healuă cgală 


Vum = (22,41383 4 0,00070)m?kmol-+. (2.13) 


Deci eroarea absolută este: 
LAVom | = 7104 me kmol. 


în caleule, valoarea pentru Ve poate fi rotunjită la acte, adică 
putem serie Vam — 22,414 milkmol?. Prin aceasta o să prin ro- 
tunjire este 0,5:10-2 — 5:10-4 mkmol?! este mai mică “decit chdâtea absolută 
care afectează valoarea uit > AR Cui 


Dacă avem un număr care conţine m citre dintre care 
2 sînt după virgulă, iar z,, este prima cifră semnificativă a” nuihărului respec- 


tiv, atunci în scopul simplificării calculelor se apreciază” abătrea absolută 
maximă 


(Az)mna m (m, 1)- 10-a 


Deoarece m — z reprezintă numărul cifrelor semnii 
putem uşor aprecia abaterea absolută pentru 6 e: 
în cazul considerat al calculului perioadei pendylulu 


'din'stiuga virgulei 
re relativă 3, dată. 


1043 (210), 


acci A 
(Ag) mas = (9 4 1)+1054-1.10-3 2 10-10-23 

şi 
(Az)mas = (3 + DI0I-1-10-s 2 41054 


Rezultă asttel că pentru efectuarea corectă a: caltiletar perioadei pendu- 
Mului, în acest caz, valoarea accelerației gravitaționale trebuie rotunjită la 
trei cifre semnificative (9 = 9;81 ms-3) iar valoarea numărului: m la patru 
cifre semniticative (x = 3,142). ii 
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+ 2.3i ERORILE REZULTATE IN URMA EFECTUĂRII 
. UNOR OPERAŢII MATEMATICE 
„ CU NUMERE APROXIMATIVE 


Fiecare număr aproximativ utilizat fiind caracterizat de eroarea absolută 
şi respectiv de eroarea relativă corespunzătoare este normal să ne intereseze 
modul în care erorile individuale ale mărimilor ce intră într-un calcul anume 
se răstrîng asupra erorii ce caracterizează rezultatul final. 

Să ne ocupăm pe rînd de unele operaţii matematice mai importante : 

2.3.1. Adunarea numerelor aproximative, Dacă avem un şir de numere 
aproximative z*zş”..., z, iar numerele adevărate, necunoscute, cuprinse 
în domeniile : 


ie at Azi Xa = a A Aa (2.15) 
Mărimea X rezultată în urma adunării acestor numere va 
AX Xa Mateo tat Azi tr Za e Aa he (tza) 
"pe (ct Azi E Ax (2.16) 


Deoarece semnele erorilor absolute individuale Az, nu sint cunoscute nu 
putem stabili precis eroarea absolută, de aceea, ca de altfel în multe alte ca- 
zuri, se consideră situaţia cea mai defavorabilă adică se calculează eroarea ab- 
solută maximă. 


A maz = (A 


| [Aza] + lAz | +. 


(2.17) 


Deci eroarea absolută maximă (sau limită) a sumei unor numere aproxima- 
tive este suma valorilor absolute ale erorilor absolute ale tuturor termenilor 
sumei. 


Din formula (2.10) putem seric expresia erorii relative : 


Azi, e Ata e Axa + . 
Haka +... 


3 = (2.18) 


Nu putem calcula precis nici eroarea relativă, necunosciînd semnele erorilor 
absolute pentru termenii sumei. Aflăm însă eroarea relativă limită (maximă) 


3, Ames e LAz| + |Az| + Aza|-.. 


(2.19) 
aaa tati. 


Din această formulă s-ar părea că eroarea relativă a sumei nu depinde de 
erorile relative 3, pentru termenii sumei. Utilizind însă formula (2.10) putem 
scrie : 
n, — ZEZaBi -t aba + aa2a + 
za+ Zatza+ ... 


(2.20) 
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între erorile relative individuale există desigur .0 valoare 3, pe care 
o notăm 3 care este mai mică decit celelalte erori relative Bmw şi analog-0 
valoare 3, care este mai mare decit toate celelalte erori relative individuale 
pe care o notăm prin ma. Introducind în (2.24), obţinem inegalitățile evi- 
dente : ai i 


3> Dinti + minta + minta -C 
atata te. 


şi 
marti + Bmaz fat Bmarta + :-: 


3 < 
aratat 


(2.22) 


Rezultă că eroarea relativă limită a sumei este cuprinsă între erorile relative 
individuale limite ale termenilor sumei : 


Banel 2 < mas o ca23) 


În acest sens eroarea relativă 3, este într-un anume fel media erorilor relative 
ale termenilor sumei. 


Sint situaţi cînd relaţia (2.23) nu este valabilă. De exemplu-dacă adunăm 
două numere zi şi za, dar nu sînt ambele aproximative ci de exemplu, za este 
cunoseut precis, deci Azi —0 şi 3, =0. În acest caz: 


data + 0-z 
z+az 


< 3. (2.24) 


2.3.2. Scăderea numerelor aproximative. Considerăm două numere apro- 
ximative date de relaţia (2.15). Ne interesează valoarea și erorile corespunză- 
toare în diferenţa acestor două numere : 


X— Xa = — a + (Ar e Aza)- (2.25) 
Eroarea absolută este 
Az = Azi, te Aza (2.26) 


Necunoscînd semnele pentru Az, şi Aza nu putem calcula valoarea precisă 
pentru Az, putem numai estima valoarea Az prin valoarea maximă a acestei 
erori absolute. 


Azmaz = (| Az, | + | Aa). (2.27) 


Ajungem astfel la aceeaşi formulă ca în cazul adunării numerelor aproxi- 
mative. Eroarea relativă este : 


de Azi e Aza 
zu — za 


3 


(2.28) 
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Ca în cazul adunării, putem calcula numai valoarea maximă (limită) a erorii 
relative : 


„tă (2.29) 
2 — za Za — ze 

În operaţia de scădere a două numere aproximative eroarea relativă a diferen- 
ţei obţinute poate fi mult mai mare decit erorile relative ale valorilor indivi- 
duale mai ales cînd mărimile z şi z, au valori foarte apropiate. Acest lucru 
este mai evident dacă scriem relaţia (2.29) sub forma : 


__ Batu + Baza 
a, = 


3 (2.30) 


Acest lucru conduce, de multe ori la faptul că diferența a două lungimi sau 
a două mase ete. este afectată de o eroare relativă de citeva ordine de mă- 
rime mai mare decit eroarea relativă pentru fiecare mărime în parte. De aici 
se trag o serie de concluzii practice. Astfel, de multe ori, pentru stabilirea 
masei unor picături de lichid se folosesc lame de sticlă pe care se depun p 
căturile respective. Măsurindu-se masa lamei de sticlă, iar apoi masa lamei 
împreună cu picătura de lichid, se calculează masa picăturii prin scăderea 
celor două mase. O astfel de metodă experimentală nu este indicată, deoarece 
conduce la erori care depăşesc cu mult posibilitățile furnizate de balanța 
utilizată. 


De exemplu, dacă prin cîntărire se obţine masa lamei de sticlă 
m, = (1 106,18 + 0,01) mg, 


iar masa lamei împreună cu masa unei picături de lichid este: 
ma = (1 109,08 ++ 0,01) mg, 

atunci masa picăturii de mercur se obține prin scădere : 
m = ms — m, = 2,90 mg. 


Mărimile m, şi m au fost măsurate cu o eroare relativă de aproximativ 
10-% adică cu o precizie de =10% iar masa picăturii de mercur este deter- 
minată cu o eroare relativă limită. 


0,01 + 0,01 


a. je 
La) 2.90 


= 7-10 


adică cu precizia P — 145, de aproximativ 700 de ori mai mică decit precizia 
permisă de balanţa utilizată. 


2.3.3. Înmulțirea numerelor aproximative. Ne interesează produsul unor 
numere date prin relaţia (2.15), adică : 


Xa Xa Xa = (aa Azi) (Za de Aza) (Za Fe Aza) (2.30 
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În acest caz este mai comod să încercăm mai întîi stabilirea erorii xele 
tive. Seriem relaţia (2.31) sub forma : 


DR zen Eu ja is =) (a 4 ==) să 
za 


i Za 


= Zazata(1 + 3.) (| A 82) (1 2 83) = 
= Puzata(1 A Bu E Bak Bo ke Buda -t B.ds A Be8a + 81828). 


“Ținînd seama că erorile relative 3,, 3 şi 3a sint de regulă mult mai mici decit 
unu; putem neglija produsele 343, și 3.3233 şi astfel obţinem : 


Nu XaXa = Zitata(1 2: 8 d: Ba dk 8a). (2.32) 
În cazul unui număr oarecare de termeni putem scrie : 
(a, dz Ba e Ba d 


Este clar că mărimea din paranteză reprezintă eroarea relativă a produsului 
pe care-l calculăm : 


aaa pen, Cafe = me ri aaa + 


(2.33) 


= E Bu Bak Bak... (2.34) 


Ca în cazurile precedente, necunoscind semnele erorilor relative, putem 
numai estima eroarea relativă limită (maximă) : 


3 = (| lrălrlăl +... (2.35) 
Pentru a estima eroarea absolută să calculăm produsele din relaţia (2.31) 
XXaXa = Zatata e XaaAAza ezita AZ ke Luta Azsk 
to, Ata kPa Az,Aza 4-2 AzaAzst- Az,AzaAzs. 


Din considerente evidente putem neglija ultimii patru termeni în ultima 
relaţie. Obţinem astfel : 


Xa Nas = Pitas E ZataAzi E ZiTaÂza + ZiTaAza. (2.36) 
Deci eroarea absolută în cazul unui produs de mărimi aproximative este : 
Az = fata Az, E ZiTsAza E ZiTaAZa. (2.37 


Putem estima numai valoarea maximă a erorii relative pentru un produs 
de factori 


Azmaz = + (|razaAza | + | zizoAza | + | zacoAzs |) (2.38) 
În cazul produsului a două numere aproximative obţinem : 
Azmas = (|zAz, | + |zAz) (2 39) 
40 i 


Aceste formule se utilizează rar în practică. Putem obţine: o formulă 
mai comodă dacă înlocuim erorile absolute individuale Az; prin erorile rela- 
tive 5, corespunzătoare : 


Azi, = ră 
Introducînd în formula (2.38), obținem: 

Azmnz = e zuzata(| 3 | 82| + | 3a (2.40) 
în caz general, pentru un număr oarecare de termeni 


Amar rateaza . + «(| 3 | +32 + 33| + 


Apare aici un caz foarte des întilnit în practică și anume dacă o mărime 
fizică oarecare y este egală cu produsul dintre o mărime constantă C, precis 
determinată și o mărime z, măsurată cu eroarea absolută Az și eroarea rela- 
tivă 3. 

Din relația (2.85) rezultă: 


33, 
iar din relaţia (2:41) 

Azmaa = Cr+3 = G-Az. (2.42) 
Deci prin înmulţirea unei mărimi aproximative printr-o constantă C, precis 
determinată, eroarea relativă a produsului rimîne egală cu eroarea relativă 
a valorii aproximative z, iar eroarea absolută a mărimii y este de C ori mai 


mare decit eroarea absolută a mărimii z. 
2.3.4. împărţirea numerelor aproximative. Fie numerele aproximative 


LAzi i Xa = Za E Ata 
şi ne interesează eroarea relativă și eroarea absolută a citului : 


palaria (2.45) 
Xa Za Aza 


Putem scrie : 


azi) 
pp 
_a (E altă, (2.44) 
Xa a (1 42) za 1-k8a 
Li 


Erorile relative 3, şi 3, fiind mărimi mult mai mici decît 1, avem: 


128 
Ta par (iei ADP) Ii Ea SE Dată did 


a 


Neglijind produsul 3,3, faţă de 3, şi respectiv 3s, relaţia (2.44) capătă forma 


(a 3,3) (2.45) 
z 
sau 
Xa Zap (a-i). (2.45) 
D. COE. E i 


Din această relaţie rezultă eroarea relativă a citului 


3 = Fă Fâz 
Analog cu cazurile precedente putem estima numai eroarea relativă limită 
3 = x(lăl +13). (2.46) 
Din relaţia (2.45) putem identifica eroarea absolută a citului : 
Az = (4-3, 39 (ae 3 pa) se 
z za EI za 
= E (dezaâzuFzAz). 2.47 


Și în acest caz putem calcula numai valoarea maximă a erorii absolute, ne- 
cunoscînd semnele pentru Az, şi Aza : 


1 
Ama = e reala | + zl Azi): (2.48) 
Este mult mai comodă în practică formula echivalentă 
Azmas = 2-3 + 13). (2.49) 
Za . 
Dacă mărimea y se exprimă în funcţie de mărimea prin formula : 


1 
az, 2.50 
BOA (2.50) 


G 


unde C este o constantă precis determinată iar z este o mărime determinată 
experimental cu eroarea absolută Az şi eroarea relativă 3, atunci din formula 
(2.46) avem: 3, =, iar din formula (2.50) rezultă: 
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Deci, prin împărţirea unei mărimi aproximative la o constantă precis deter- 
minată, eroarea relativă în valoarea mărimii y este egală cu eroarea relativă 
în valoarea mărimii , iar eroarea absolută în valoarea mărimii y este de C 
ori mai mică decit eroarea relativă în valoarea mărimii z. 

2.3.5. Ridicarea unui număr aproximativ la o putere. Considerăm nu- 
mărul aproximativ 


X = Az. 
Dorim să calculăm eroarea relativă şi eroarea absolută pentru mărimea 
y =, (2.51) 
unde k este un număr oarecare. 


Putem scrie 


Y = (et AZ [ue 20 2 3. 


Utilizind formula ridicării unui binom la o putere, putem scrie : 


Kk—1) (e — (le —2) 
13 = E DA ge ap pi i 
ata = (he e o ag ) 


Eroarea relativă a mărimii z fiind mult mai mică decit unu ne putem 
limita la primii doi termeni: 


Y = + k3), (2.52) 
Din această formulă rezultă eroarea relativă pentru cazul ridicării la o putere k: 
3, = tk3. (2.53) 
iar eroarea absolută 
EI Az a-i 
Ay = 25 = e ek = ka Az. (2.54) 
z 


Notind cu 


scriem valoarea mărimii Y: 
Y —y 4 kAz (2.54) 


2.3.6. Extragerea rădăcinii de ordin k dintr-un număr aproximativ. 
Fie o mărime fizică Y exprimată prin mărimea X cu ajutorul formulei : 


y = 3/3 = GERD = 3/2 Vi (2.55) 
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Dacă neglijăm termenii ce conţin pe 3 la o putere egală sau mai mare ca 
doi, obţinem : 


x vf Ex EI 5). (2.56) 
Din această formulă rezultă : 
(2.57) 


iar eroarea absolută 


(2.58) 


Aceste formule rezultă din formulele (2.53) şi (2.54) dacă înlocuim pe k prin 
1. 
Sensul formulei 


Ar 1 (2.59) 
și al neglijării termenilor de grad > 2, constă în faptul că 
A (i Se 3) 
nm | ——p 0. (2.60) 


Am obţinut deci erorile care se obțin în urma efectuării unor operaţii 
matematice cu numere aproximative. 

Studiind acest paragraf putem rămîne cu impresia că pentru calculul 
erorilor într-o formulă fizică chiar relativ simplă este nevoie de un volum de 
muncă poate mult mai mare decit volumul de muncă cheltuit pentru măsu- 
rarea mărimilor ce intră în formula respectivă. Fără îndoială că problema 
calculării erorilor şi indicarea corectă a unui rezultat cu eroarea respectivă 
corect calculată nu este deloc mai puţin importantă decit măsurarea directă 
în laborator. 

Niciodată valoarea măsurată nu este egală cu valoarea adevărată a mări- 
mii fizice respective şi deci eroarea absolută a mărimii măsurate ne indică 
domeniul în care, cu o anume probabilitate, este cuprinsă valoarea adevărată. 
Neindicarea erorii unei mărimi măsurate face rezultatul măsurării tot aşa 
lipsit de sens ca indicarea unui număr fără a specifica unităţile de măsură. 


2.4. REPREZENTAREA DATELOR PRIN TABELE 
În activitatea practică, de măsurare directă în laborator şi de prelucrare 
a datelor experimentale obţinute, întilnim foarte des situaţii cînd dependenţa 
între diferite mărimi fizice sau matematice şi y nu este dată sub forma unei 
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formule matematice ci sub forma unor tabele. Reprezentarea datelor prin 
tabele prezintă o serie de avantaje exprimate “prin asigurarea unei scrieri 
compacte şi accesibile pentru citire. Folosirea diferitelor tipuri de tabele este 
dictată de o serie de necesităţi practice. Astfel nu cunoaștem formula mate- 
matică prin care se exprimă valoarea unei mărimi oarecare (numită funcţie) 
în funeție de valoarea altei mărimi (numită argument), dar cunoaştem valo- 
rile funcţiei pentru diferite valori ale argumentului. În acest caz singura 
posibilitate de indicare a dependenţei funcţiei de argumentul respectiv este 
alcătuirea unui tabel în care pe o coloană se seriu valorile argumentului, iar 
pe altă coloană valorile corespunzătoare ale luncţiei. 


Etectuind anumite calcule pentru valorile diferitelor mărimi fizice, apare 
adeseori necesitatea cunoașterii unor mărimi pe care nu le putem determina 
cu mijloacele avute la dispoziţie. De exemplu ne interesează cantitatea de 
cărbune necesară încălzirii unei cantități de apă de masă m, de la tempera- 
tura PC la temperatura 4C, dacă apa se află într-un vas dintr-un material 
cunoscut iar randamentul utilizării căldurii este 4: 

Masa 


m a cărbunelui se calculează după formula : 


(mea «+ mseo) (le — h) 
"A u 


m (2.61) 


şi materialul din 
a cărbunelui, 
Vedem că pentru calculul cantităţii de cărbune trebuie să ştim valoarea 
casca şi q. Determinarea cu o precizie suficient de bună a unor astfel de mărimi 
se poate face cu ajutorul unor instalaţii speciale în laboratoarele specializate. 
Mărimile obţinute în astiel de laboratoare, prin respectarea normelor metro- 
logice în vigoare, sint publicate sub formă de tabele care pot fi apoi utilizate 
în efectuarea unor calcule ca cel din exemplul de mai sus. Dacă nu am dis- 
pune de tabele pentru diferite mărimi fizice cu rezistivitate, densitate, călduri 
specitice ete., ne-am afla de multe ori în situația de a nu putea efectua caleu- 
lele propuse. Munca de cercetare ştiinţifică des! copul stabilirii 
todelor celor mai adecvate pentru măsurarea valorilor dife 
şi dependența acestor valori de o serie de factori se finalizează prin alcătuirea 
unor tabele cu valorile mărimilor fizice respective, deosebit de utile în activi- 
tatea altor grupe de cercetare. Alcătuirea unor tabele de mărimi fizice este 
o muncă de înaltă responsabilitate deoarece valorile conţinute într-un anume 
tabel sînt utilizate pentru calculul valorilor altor mărimi fizice, ori o eroare 
într-un tabel iniţial poate conduce la apariţia de erori succesive în diferite 
alte tabele. De exemplu, formula (2.61) poate fi utilizată în calculul puterii 
calorice pentru diferiţi combustibili (considerindu-se c, şi c, cunoscute). 
În scopul uşurării calculelor se utilizează tabele matematice ca, de ex 
plu : tabele de logaritimi, tabele pentru funcţiile trigonometrice ete. 


unde ca şi ce, sint respectiv, căldurile specifice pentru ap 
care este confecţionat vasul, iar 4 este puterea calori 


em- 
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De asemenea, în efectuarea unor calcule după o formulă dată, este de 
multe ori necesar să alcătuim tabele de calcul care să conţină diferiți termeni 
din formula respectivă. 

“Tabelele utilizate în practică sînt de următoarele tipuri : 

1. Tabele calilalive, care stabilesc relaţii între diferite mărimi din punct 
de vedere calitativ. Tabelele calitative se întîlnesc, destul de rar, cu toate 
că acestea conţin date care pot fi greu reprezentate pe altă cale. 

De exemplu tabelul 2.2 indică corespondenţa dintre ecuaţiile utilizate 
în studiul mişcării de translație și a mişcării de rotaţie. 


Tabelul 2. 


Migearea de Miscarea de 
translație Potaţie 


Mişcarea uniformă 
e =at 
a = const. 


Mişcarea uniformă variată 


De asemenea putem întilni tabele calitative care indică formulele de 
calcul pentru diferite mărimi fizice. În tabelul 2.3 se indică formulele pentru 
momentul de inerție în cazul diteritelor corpuri. 


“Tabelul 2.3 


corpi Axa de rotație trece prin Monicai de 


Centrul de greutate, perpendicular pe bară 
Bară omogenă subțire de 
lungime 1 


Capătul barei perpendicular pe bară 


n PE 
PIacă dreptunghiulară cu | centrul de sreutate, perpendicular pe placă | m ri 
ecler sesă 


Cilindru de razi 1 şi 
imălţimea h 


Centrul de greutate, perpendicular pe axa 
cilindrului 


Diametru 
Steră de rază R 


“Tangent la sferă 
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2. Tabele stalistice, în care unele dintre variabile sînt exprimate canti 
tativ, pe cînd alte variabile, presupuse independente, nu sînt exprimate can- 
titativ (tabelul 2.4). Astfel masa şi raza corpurilor cereşti, menţionate în ta- 
bel, s-au raportat la masa, respectiv la raza Pămîntului, masa Pămîntului 
fiind 5,98-10% kg, iar raza Pămîntului 6,4-10€ m. În ultima coloană se indică 
cantitativ valoarea accelerației gravitaționale la suprafata corpului ceresc z. 


Tabelul 2.4 


Acceleraţia gravitaţională în sistemul solar 


Aceelerația gravitațională In 


iza iai rii gata e 

RE Ta (TEI 

Soare 109 

ra îi 

Saturn 94 

Uranus 410 

Neptun 5 

St îi 

Venus 0,96 BA 

Pluton 0,46 necunoscută | necunoscutăj 

Mercur 0,37 0,27 2,65 

Luna 0,27 0,17 1,04 


3. Tabele de tip funcţional. In aceste tabele se reprezintă una sau mai 
multe funcţii de forma 7 — f(2). 

“Pabelul 2.5 este un exemplu de tabel funcţional, în care se reprezintă 
perioada unui pendul gravitațional simplu (matematic) în funcţie de lungimea 
acestui pendul. 


Tabelul 2.5 


Variația periodei unui pendul matematic 
în funcţie de lungimea acestaia 


| Iura ai 
20,002 20,03 
0.100 oa 
e rd 
0,300 110 
0,400 1,27 
0,500 1,42 
0,600 1,55 
9200 zi 


“Tipurile de tabele funcţionale mai des întilnite sînt următoarele : 
a) tabele cu date experimentale încă nepreluerate ; 

b) tabele cu valorile diferitelor mărimi fizice ; 

c) tabele matematice ; 
d) tabele alcătuite în scopul efectuării unor calcule. 

Vom indica acum modul de alcătuire şi utilizare a tabelelor. 
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a) Tabele cu date experimentale încă neprelucrale , 

Aceste tabele conțin date obținute direct din experienţă. Dacă se mă- 
soară, de exemplu, distanța s parcursă de un corp în cădere liberă, în funcţie 
de timp, trebuie în primul rind să stabilim intervalele de timp A, după care 
se măsoară distanța s. În tabelul 2.6 se indică rezultatele obţinute, în urma 
unei astfel de măsurări, pentru A = 1/30 s, 


Tabelul 2.8 


! Poziţia corpulu cădere liberă, funcţie de timp 


"Timpul fe Distanţa s, Timpul Distanţa 3, 
1730 5 em os em 

1 3 61,49 
2 9 72,90 
Ei 10 8544 
4 EFI 99,08 
5 12 113,77 
6 13 

7 ET 


Este necesar ca rezultatele experienţei să fie scrise în tabel clar şi corect 
pentru a se înlătura unele erori ce pot apărea în procesul de prelucrare a da- 
telor. De asemenea, tabelul cu coloanele. necesare, inclusiv capul de coloană, 
trebuie pregătit înaintea începerii măsurărilor. Aceasta deoarece, înaintea 
începerii unei experiențe trebuie să fie clare toate operaţiile ce urmează a 
fi efectuate. Dacă măsurările se efectuează cu un raport de măsură ca amper- 
metru, voltmetru etc. este necesar să se serie numărul de diviziuni pe o co- 
loană aparte, urmînd ca pe coloana următoare să fie trecute valorile inten- 
sităţii curentului, ale tensiunii ete. corespunzătoare numărului respectiv 
de diviziuni. 


În alcătuirea acestor tabele este necesar să respectăm mai multe reguli : 

1. Fiecare tabel trebuie să fie numerotat, să aibă un titlu şi să conţină 
condiţiile în care s-a efectuat măsurarea respectivă (temperatură, presiune, 
umiditate etc.). De asemenea, este recomandabil ca alături de număr şi titlu, 
tabelul să conţină şi data efectuării măsurărilor, pentru a se putea mai bine 
urmării reproduetibilitatea valorilor mărimilor ce au fost măsurate. 


2. Fiecare coloană (sau rind) trebuie să aibă un cap de coloană care să 
Cuprindă denumirea mărimii fizice respective şi unităţile de măsură în care 
se exprimă valoarea acestei mărimi. Se recomandă ca unitatea de măsură 
să fie multiplicată cu un astfel de factor încit numerele ce urmează să [ie scrise 
în coloana sau rindul respectiv, să fie cuprinse între 0,1 şi 1000. Scrierea 
factorului de multiplicare în capul de coloană nu se face totdeauna în acelaşi 
tel. Cel mai des se întilnese cele două moduri de scriere indicate în tabelul 2.7. 
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Tabelul 3.7 
Modulul lui Young pentru diferite materiale 


Stea ut ag rca 
Materia | m me | a] 


Atuminiu | 6,9 | 6,9 


Vedem că în coloana a dona modulul lui Young pentru aluminiu (2 
= 6,9-10: Nm-2) este indicat într-o formă diferită de cea din coloana a treia. 

Modul de scriere din coloana a doua indică unitatea de măsură 10: Nm-2 
iar modul de scriere din coloana a treia trebuie înţeles astfel : 


E-10-10 — 6,9 Nm-?, sau E — 6,9-10: Nm-*. 


Pentru evitarea unor erori se recomandă modul de șcriere din coloana a 
doua (atît pentru tabelele statistice cit şi pentru cele funcţionale), adică fac- 
torul de multiplicare să se refere la unitatea de măsură şi nu la mărimea 

ă măsurată. 

3. Se recomandă ca în prima coloană (rind) să se serie valorile argu- 
mentului (de exemplu timp, temperatură, presiune etc.) iar coloana urmă- 
toare funcţia (de exemplu, viteza, căldura specifică etc.). 

Este necesar să se rezerve mai multe coloane pentru mărimi necesare în 
„prelucrarea datelor experimentale. 

b) Tabele cu valorile diferitelor mărimi fizice. Aceste tabele sînt foarte 
des utilizate în practica de laborator. De exemplu, dacă trebuie calculat 
volumul unui corp de o formă neregulată, putem măsura masa corpului, 
iar din tabele aflăm densitatea materialului din care este confecţionat corpul 
respectiv. De asemenea, adeseori, avem nevoie de căldura specifică, căldura 
latentă de topire, rezistivitate electrică, constantă dielectrică ete. “Toate 
valorile acestor mărimi fizice le găsim în diferite tabele. De exemplu, în tabe- 
lul 2.8 se indică proprietăţile unor corpuri solide. 


Tabelul 2.8 
Proprietăţile unor corpuri solide 
Caldura 
Densitatea "Temperatura Intentă de Coeţieientul 

Materialul spalta e emporatui topire [uitata 
Aluminiu 2 600 659 8% 3,22-10 
Fier '7 900 1530 500 2,72-10 
Cupru 8 600 1100 395 1,7610 
Platină 21 400 1770 17 1,13-10% 


În acest tabel, mărimile fizice ca densitatea, temperatura de topire ete. 
sînt funcţie de materialul din care este confecţionat corpul respectiv. 
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De multe ori ne interesează, însă dependența unei anume mărimi fizice, 
ce caracterizează un anume material, de condiţiile exterioare ca temperatură, 
presiune, umiditate ete. De exemplu, în tabelul 2.9 se indică dependența 
rezistivităţii tungstenului de temperatură. 


Tabelul 2.9 
"remperaturu Rezistivitatea Temperatura Rezistivitateu p 
"Tin K în a-m-10— Tin K ta 0-10 
1000 25,70 2 500 77,25 
1.500 41,85 3 000 96,20 
2.000 59,10 3 500 115,70 


c) Tabele matematice. Tabelele matematice prezintă un instrument deo- 
sebit de util în procesul de prelucrare a datelor experimentale sau în calculul 
unor mărimi fizice. De exemplu, activitatea unei surse radioactive A de- 
pinde de timp după formula 


Are 
unde A, este activitatea sursei radioactive la momentul (—0, A este constanta 
de dezintegrare, iar T este timpul de înjumătățire. 

Pentru calculul activităţii A la un moment ( =, este necesar să sta- 


bilim dintr-un tabel matematic valoarea en. De exemplu, tabelul 2.10 
reprezintă funcţiile e? şi e-2 pentru unele valori ale argumentului «. 


A = Ace” (2.62) 


Tabelul 2.10 


e-. 
0,00 | 1,00000 | 1,0000 | 1,0 2,71828 | 0,36788 | 2,00 7,38906 | 0,13584 
0,10 | 1,10517 | 0,90484 1 3400417 | 0,33287 | 2,10 8,16617 | 0,12246 
0,20 | 1,22140 | 0,81873 | 1, 3,32012 | 0,30119 | 2,20 902501 | 0,11080 
030 | 1,31986 | 0,74082 | 1, 0,66930 | 0,27253 | 2,30 9,97418 | 0,10026 


040 | 1,40182 | 0,67032 
0,50 | 1;64872 | 0,60653 


1 4,05520 | 024660 | 2,40 | 11,02318| 0,09072 

1 4;48169 | 0,22313 | 2,50 | 12,18249| 0,08208 
0,60 | 1,82212 | 0,54881 FI 4;48169 | 0,22313 | 2,00 | 13 46374 | 0,07427 
0,70 | 2,01375 | 0,49%650 | 1,7 5;47395 | 0,18268 | 2,70 | 14,87973| 0,00721 
o!80 | 222554 | 044933 | 1480 | 604965 | 0,16530 | 2,80 | 16,4465 | 0,0081 
0'90 | 245960 | 0,40657 | 1,90 | 0,68589 | 0,14957 | 2,90 | 18,17415| 0,05502 


Deoarece In 2 — 0,693147, iar e-m1— 0,5, se obține că pentru / = 7, 
A —0,5 Ap ceea ce explică sensul timpului de înjumătățire 7. 

Atât tabelele care conțin valorile diferitelor mărimi fizice cît şi tabelele 
matematice sînt reprezentate de cele mai multe ori prin mărimi aproximative. 
Dacă nu se indică erorile absolute respective ca în tabelul 1.9 se apreciază 
că în cazul în care valoarea unei mărimi este indicată printr-un număr cu m 
cifre semnificative dintre care 2 sînt zecimale, cifre după virgula zecimală, 
atunci putem considera eroarea absolută ca fiind 0,5-10-2 sau pentru sigu- 
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ranţă este mai indicat să luăm 1-10-2. Stabilim erorile valorilor din tabele, 
putem efectua eu acestea operaţii matematice după schemele indicate în 
paragraful precedent. 

d) Tabele alcătuite în scopul efectuării unor calcule. Înainte de începerea 
efectuării unui calcul, după o formulă dată, este necesar să se stabilească 
un program prin care se fixează ordinea în care este mai indicat să se calcu- 
leze diteriţii termeni conţinuţi în formulă. De obicei este necesar să se ela- 
boreze un tabel de lucru care să cuprindă anumite rezultate intermediare. 
“Tabelul de lucru se stabilește pentru fiecare funcţie în parte, neexistind re- 
guli generale în acest sens. De regulă însă tabelul de lucru este astfel alcă 
tuit încît pe fiecare coloană să se efectueze aceeași operaţie, iar coloanele 
trebuiesc astfel ordonate încit rezultatul intermediar dintr-o coloană să fie 
utilizat pentru obţinerea rezultatelor de pe coloana următoare. 

Considerăm un exemplu relativ simplu. Se cere să se calculeze puterea 
în circuitul exterior al unei baterii cu tensiunea electromotoare E = 10 V 
şi rezistenţa interioară r — 1,65 Q în funcţie de rezistența exterioară R 
pentru 0,5 < R < 50 Q. Rezistenţa exterioară R variază cu o cantitate 
constantă (eu un pas constant) AR —0,5 O. 

Modul în care' se alcătuieşte tabelul de lucru depinde şi de mijloacele 
de calcul de care dispunem. Dacă nu dispunem de mijloace deosebite de 
calcul, adică de maşini electronice de calcul ete., este recomandabil să păs- 
trăm cît mai multe rezultate intermediare pentru a putea mai uşor verifica 
dacă nu s-au comis unele erori de calcul. 

Pentru puterea în circuitul exterior al bateriei avem formula 


E*R 
(Rr 
tabelul 2.11. 


(2.63) 


Efectuăm calculul după 


Tabelul 2.11 
Calculul puterii în circuitul exterior 


n R Rim po AR 
100 n +r (a+ n Rp 
0,5 50 215 4,0225 10,817 
10 100 2.65 7,0225 14,240 
15 150 3.15 9,9225 10,117 
2.0 200 3,65 13,2225 15,012 
2;5 250 415 17,2225 14,516 
3.0 300 4.65 21,6225 13,874 
3,5 350 515 26,5225 13,196 
1.0 400 5,65 31,9225 12,530 
45 450 6,15 37,8225 11,898 
5.0 500 6,65 44,2225 11,306 


Îm general, în rezultatele intermediare se consideră o zecimală supli- 
mentară faţă de numărul de zecimale din rezultatul final. 
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2.5. INTERPOLAREA 


Aşa cum am văzut, în practica efectuării unor calcule concrete întilnim 
foarte des funcţii date sub formă de tabele. Fiecare tabel conține valorile 
tuncţiei pentru un număr finit de valori ale argumentului cuprins într-un 
interval finit [a, E]. Dacă notăm valorile argumentului, dinti-un tabel oare- 
care prin xp, Za, 7z-- -s t, atunci valorile corespunzătoare ale funcţiei f(z) vor 
ti tao), Ia), Er), e ce flu) Sau os is zoo Um, cum se mai notează Valo- 
rile funcţiei în punctele respective. Se întimplă ca în procesul efectuării calcu- 
lelor să fie necesară valoarea funcţiei într-un punct cuprins între valorile 
argumentului din tabelul respectiv. Pentru calcularea suficicut de rapidă şi 
cu o precizie corespunzătoare a valorii funcţiei pentru o valoare a argumen- 
tului cuprinsă între z, şi zu, se efectuează operaţia numită interpolare. În acest 
sens interpolarea a fost numi „arta de a citi printre rîndurile unui tabel”, 

In ultimul timp interpolarea se înţelege intr-un sens mai larg, ca o ope- 
raţie inversă operaţiei de tabelare. Adică prin tabelare o funcţie oarecare f(2) 
se înlocuieşte printr-un tabel, prin interpolare, în sensul larg al acestui cuvint, 
ar însemna să găsim o funcţie F(2) care să satisfacă relaţiile : 


Vo = ro) = F(zo), 
m = a) = Fa) 
ua = aa) = Faza), (2.64) 


Un = aa) = Fra) 
Funcţia F(z) este funcţia de interpolare sau funcţia de aproximare a datelor: 
din tabelul studiat. 

Funcţia I(2) reprezintă dependenţa y — î() pentru orice valoare a varia- 
bilei independente z, iar funcţia F(z) coincide cu funcţia f(2) numai în punc- 
tale: o, ae fas + 5 Dai 

De obicei funcţia F(z) se alege sub forma unui polinom de gradul m: 

F(2) = ot at hat +... kr amr (2.65) 
în această relaţie nu se cunosc nici coeficienţii ao, au, ... şi nici gradul m al 
polinomului care aproximează cel mai bine valorile din tabelul studiat, adică 
care satisface relaţiile (2.64). 

Vom încerca să obținem unele formule de interpolare într-o formă maj 
simplă. 

2.5.1. Cazul argumentelor eu pas constant. Interpolarea se realizează 
mai simplu dacă argumentul z variază cu un pas constant h: 


2 — 9 Ra — Ba See Ra — Zaa Sh (2.66) 
În acest caz putem scrie 


Za = 2% +nh, 
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sau în general argumentul z: 


z=2+nh, 


sau în general argumentul z: 
Z = 24 kh, 
unde k=0, 1,2, 3, ..„n. 
Pentru a stapili 
1(a), de diferite oi 


Prin diferenţa de ordinul intii înţelegem mărimile : 


adul polinomului (2.65) vom calcula diferenţele funcţiei 


ne. 


Wu — Vo = A 
e — Vu = Au 
Wa — Ve = Ave (2.67) 
Vn-a — Y-a = Am 
Un — Vai > Aaa 
Deci diferenţele de ordinul întii sînt în număr de (n—1). Diferenţele de 
ordinul doi sînt date de relaţiile : 
Ayo — Ai — A = Wa — 2 Jo 
Ay = Ape — Am = ya — 2 i 
divide piete (2.68) 


Apuia = Aaa = Aus = Un — aa + m-a 
Numărul acestor diferențe este (n — 2). Calculăm mai departe diferenţele 
de ordinul trei 
Ay — At, — A?jo == Va — Sua + yu — o 
Ap, = Aa — Ay, = ya — Sua tr 3 By — 
o cra at ae Ga că (2.69) 


Aia 2 A? pas — A?ya-a = Un — Sima + Ba — VU, 


Diferenţele de ordinul trei sînt în număr de (n — 3). După această schemă 
putem calcula diferențele de ordin superior lui 3. 

Se ajunge astiel la un tabel, cunoscut sub numele de tabelul diagonal 
al diferenţelor: în:care fiecare diferenţă se scrie între numerele prin diferența 
cărora a fost stabilită, ca în tabelul 2.12. 
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Tabelul 3. 


“Tabelul diagonal al diferenţelor 


A | a | ay | a | av 


Si INI | 55 
| 


a m Au 
Am = Acu i 
e m ay “ga 
Ap fai Am A An 
za m Ay A 
Am A: 
ze w ESTA 
Ave 
2 [3 


Dacă se constată că diferențele de ordin k oarecare sînt constante, iar 

„ diferenţele de ordin k + 1 sint zero, atunci putem afirma că funcţia de inter- 
polare F(z) (2.65) este de gradul m 
Deci calculind diferenţele de ordin suceesiv putem determina gradul poli- 
nomului de interpolare. 
“Trebuie să subliniem că deoarece, în tabele ce conţin date obţinute 
direct din experienţă, valorile funcţiei sint aproximative, şi valorile diteren- 
ţelor de ordinul k vor fi tot aproximativ constante, iar diferenţelor de or- 


dinul k-- 1 vor fi numai aproximativ egale cu zero. Să considerăm citeva 
exemple. 


Exemplul 1. Pentru urarea temperaturii se utilizează foarte des 
un termocuplu, care se realizează prin sudarea în punetele O şi 1 a două con- 
ductoare diferite (fig. 2.1). Porțiunea 0 —1 poate reprezenta un fir de con- 
stantan, iar porţiunea 0—A și 1—B, fire de cupru. În punctele A şi Bu 
mocuplul se conectează prin conductori la bornele unui galvanometru G 
care măsoară intensitatea curentului electric din circuit. 


Punctul 0 se menţine la tempera- 
tura de OC, iar punctul / se află la o 
temperatură PC, oarecare. Intensita- 
tea curentului prin circuit depinde de 
tensiunea termoelectrică între puncte- 
le A şi B, iar aceasta din urmă este 
funcţie de temperatura ( la care se 
află sudura 7. 


În tabelul 2.13 se indică tensiunea 
termoelectrică între punctele A şi B 
în funcţie de temperatura £ la care se 
a Li află sudura 7. Se consideră că sudura 

Fig. 2.1. 0 se află la 0*C. 
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ee 
Eau (MY) 


Sc cere să se stabilească gradul polinomului care aproximează dependenţa 
tensiunii termoelectrice de diferența de temperatură între cele două suduri. 


“Trebuie să realizăm tabelul diagonal al diferenţelor. 


Tabelul 2.14 


re aaa du E: 
o 0.000 3 

0,787 

20 0,787 0.036 
0,823 

+0 1,610 0,034 
0,837 

00 2,407 0,033 
0,890 

ET) 357 0,030 
0,920 


100 4,277 


În acest caz, deoarece A2F diferă numai prin a treia zecimală iar datele 
din tabelul 2.13 sint obţinute direct din experienţă, putem considera că di- 
ferenţele de ordinul doi sint constante şi deci dependenţa tensiunii termo- 
electrice de temperatură exprimată prin datele din tabelul 2.13 poate fi 
aproximată printr-un polinom de gradul doi 


E = ao aut tr ast. (2.70) 
Cînd funcţia de interpolare este un polinom de gradul doi se spune că inter- 
polarea este parabolică. 


Exemplul 2. De mijlocul unei 


bare de oţel, cu capetele fixate, se atirnă 
un corp cu masa M. Măsurindu-se raza de curbură y (măsurată în um) în 
punctul de la mijlocul barei, se obţin rezultatele din tabelul 2.15. 


Tabelul 2.13 


M (e) 0,0, 10 15 20 | 26 | 30 | 35 | 4.0 
(um) 1642 1183 | 1300 | 110 | 918 |781 [590 | 426 | 263 


Să se stabilească gradul polinomului de interpolare pentru dependența 
razei de curbură y de masa M. 
În tabelul 2.16 sint date diferențele de ordinul întîi şi doi. 


Tabelul 2.16 


M Ga) 00 | 0,5, 10 15 2.0 30 | 35 40 
u (um) 1642 | 1483 | 1300 | 1110 | 948 580 | 426 | 263 
Ay —159 | —183 | —160 | —194 | —167 —164 | —368 

AY = 24| 23| — 34| + 27| — 24 + i 


Din acest tabel se vede că valorile A*y au semne variabile, iar suma lor 
algebrică poate [i considerată zero. Rezultă că diferențele de ordinul doi 
pot fi considerate zero, iar diferenţele de ordinul întii. constante. Fluctuaţiile 


în diferențele de ordinul doi în jurul valorii zero și a diferențelor de ordinul 
întîi în jurul unei valori constante se datoresc erorilor experimentale. 
Putem deci considera că funcţia de interpolare este o dependenţă liniară, 


y = + aM. (2.71) 
Dacă funcţia de interpolare este un polinom de gradul 1; interpolarea 
se numește liniară. 


Exemplul 3. În tabelul 2.17 indicăm direct valorile funcţiei y 
diferenţele corespunzătoare. 


şi 


Tabelul 217 


pa e a al. ai 
o o 
i : 
2 Li 12 o 
37 o 
4 si 2 o 
Li 125 30 
n 
o 216 


Se vede că în cazul datelor din tabelele matematice se obțin precis dile- 
renţe constante de un ordin oarecare şi zero pentru diferenţele de ordin su- 


pe. 


stabilirea gradului polinomului de interpolare mai rămîne să cal- 
culăm coeficienţii ag, da. - -a, din relaţia (2.65). În acest scop se deduce for- 
mula lui Newton, de interpolare 

Funcţia de interpolare (2.65) se serie sub forma : 


Fa) = bo ba — 0) bal — Za) — 2) + ba(t — 202 — 20 
(2 — 2) + Da — za — za — ze — a) th ni + bulz — 


= 02 — 2) 42 — za: 
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Această formulă reprezintă tot un polinom de gradul m, dar scrierea sub 


această formă prezintă unele avantaje. Deoarece funcția de interpolare tre- 


puie să aibă valoarea y, în orice punct de argument z, din (2.64), obţinem: 


2) 2 = ze: F(zo) = ue = be 


b) 2 = 2 Fl) = bot bila — 20) = Său bot bh = 


de unde 


[Pai 


în bi 


h 


c) 2 ta Bas) = Bo ok (a — 20) + bal — Za — 2) => Ve 


Inlocuind valorile pentru be şi b, şi ţinînd seama că 


za — 29 = 2hi zi 


obţinem 
a = ua 2 + bal, 
de unde 
Be (e — 2 oale = Ste. 
Analog obținem și restul coeficienţilor : 
+ 3y Ay, 
„le 3 


Pentru coeficientul Lb, avem: 


Any 
n 


Obţinem astfel formula generală de interpolare a lui Newton: 


ya) = FD) = 


At (ap — 
Fi (2 — 20) + 


A 
E] 


A 
e Dece — ze — za — + 


A 


Aa 


“o 
e (e — za — aa — a) 


(2.73) 


(2.74) 


(2.75) 


(2.76) 


(2.77) 


ate 29 peur Ace — ze — (e — ae a) e am. 078) 


mi 
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Exerciţii 7. Să se calculeze raza de curbură y pentru M = 1,36 kg. Lo- 
losind datele din tabelul 2.15. 

Rezolvare. În acest caz se aplică interpolarea liniară deoarece funcţia 
de interpolare este un polinom de gradul întii. 

Valoarea M — 1,36 kg este cuprinsă între valorile M —1 kg şi M = 
= 1,5 kg. Luăm deci Mp = kg —2; M — 1,36 kg —zi; n —05 kg. 


1.140 — 1300 
0,5 


p(1.36) = po + Vi = 1300 + 


(1,36 — 1) — 1300 — 115,2 = 1 184,8 um. 


2. Să se calculeze tensiunea termoelectromotoare pentru temperatura 
— 96,8C folosind tabelul 2.14. 
Rezolvare. Curba de interpolare fiind o parabolă, se efectuează o înter- 
polare parabolică. Din (2.78) rezultă : 


[0 2) (190 — n), 


unde h = 20%; 
Li = 100. 
Deoarece A2[ nu este perfect constantă, datorită unor erori experimen- 
tale, este indicat să considerăm o valoare aproximativă. În asemenea cazu 
se estimează diferenţa de ordinul doi prin media aritmetică a acestor valori ; 


190,80; le — 800; AB(I) =0,920:; (0) = 3,357; 


[] 


Deci 


E(96,8C) = 3,357 + —— S: în (96,8 — 80) 2400. gi E 00 16: B( — 3.2) = 


= 3,357 4 0,773 — 0,002 =— 4,128 uV. 


Vedem că termenul care caracterizează abaterea de la interpolurea liniară 
este foarte mic. Dacă aplicăm o formulă mai simplă, adică o interpolare 
liniară se comitea în valoarea lui J(/) o eroare relativă : 
0,002 
4,128 


= 4,8-10-4 = 4,8-10-20%,. 


Am dezvoltat în acest paragrat anumite aspecte legate de aplicarea metode- 
lor de interpolare în cazul cînd argumentul ia valori echidistante. 

Din punct de vedere practic putem aplica direct formula (2.78) oprindu-ne 
1a termenul pe care-l considerăm suficient de mic în raport cu valorile terme- 
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nilor anteriori. În cele mai multe cazuri o interpolare liniară sau parabolică 
ne conduce la rezultate suficient de precise. 

ă Iuăm de exemplu datele din tabelul 2.12. Vrem să stabilim valoarea 
pentru x = 4,7958. Considerăm o interpolare liniară : 


(4,7958) = 64 + E -0.7958 — 112,5438. 


Prin interpolarea paraboli 


30 


(4,7958) — 112,5438 + 


0,7958( — 0,2042) = 112,5438 — 2,4875 = 


— 110,1063. Interpolarea printe-un polinom de ordinul trei conduce la va- 
loarea 


6 


y(4,7958) = 110,1063 + (4,7958 — 4)(4,7958 — 5) 


(4,7958 — 6) = 110,1063 + 0,1957 = 110,3020. 


Valoarea corectă a funcţiei este 110,30195, deci prin interpolarea liniară în- 
troducem o eroare relativă 
112,5838 — 110,30195 


De 002 = 
110,30195 


iar prin interpolarea parabolică 


110.1063 — 110.30195 _ 77-10-42 — 0,2% 
110,30195 


SE 

2.5.2. Cazul cînd argumentele nu variază cu pas constant. Dacă funcţia 
y = Ia) este reprezentată printr-un tabel în care sînt date valorile argumen- 
tului zg precum și valorile funcției y;: 


o a Za ce Bai 
Yi: Vo Ve ae e Um 


dar argumentele nu iau valori echidistante, atunci se procedează ca în cazul 
valorilor echidistante ale argumentului cu condiţia ca în locul diferenţelor de 
diferite ordine să se ia așa-numitele diferenţe reduse, adică diferenţele cores- 
punzătoare unei variaţii a argumentului egală cu unitatea. 

Se obișnuiește ca diferenţele reduse să fie notate printr-o linie deasupra 
diferenţei respective. Astfel diferenţele reduse de ordinul întii se scriu sub 
forma : 


2 Va Una (2.79) 
Ta — a-i 
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Diferenţele de ordinul doi sint: 


Răi e Aa Alle, Ap APA, 


Xa — o 23 — 2 


(2.80) 
scriu sub forma : 
A, 
za = 20 
SN 
Ay, = Aaa (281) 
n-a 


După calcularea diferențelor reduse se realizează tabelul diagonal al dite= 
rențelor (tabelul 2.7). 
distante ale argumentului (tabelul 2.7) rămîn valabi 


"Toate raționamentele făcute în cazul valorilor echi- 


“și în cazul tabelului 
diagonal cu diferenţele reduse. 
În cazul argumentelor necchidistante funcţia de interpolare F(a) este 


y = (a) RF) — pa + (2 — zdâge + (e — za — zDÂ?p + (2 — 20) 
(e — ze — za)ĂSa e ce ok (a — za — za — za) n (22 — tusa) AF 
(2.82) 
Exemplu. În tabelul 2.15 se indică dependenţa temperaturii de fierbere 
a apei în funcţie de presiune. 


Tabelul 3.18 


p (mm col Ha) | 9241 
ă 30 


149,38 
ic 60 


3,71 | 355,12 | 525,76 | 700,00 | 148014 
0 50 90 100 120 


Se cere să se calculeze temperatura de fierbere a apei la presiunea de 


0,5 atm = 380 mm col. Hg. 


Rezolvare : Caleulăm diferenţele reduse formînd tabelul diagonal al 
diferenţelor reduse (tabelul 2.19). 
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Tabelul 1.29 


PI EE 


fi LE 
o| sai | e | | 
0,176 | 
1 149,38 [7] —40,37-10% 
0,119 8,42-10-% 
—17,99 102 —1,35-20-0 
2 235,71 70 2,6810 1541074 
0,082 | — 7,89-10- —0,32-10-* 
a 355,12 s0 0,75-10-7 021-104 
0,059 | — 3,95-10-* 0,4010 
4 520,76 90 0,2 -10-e 
0,043 | — 1,66-10-+ 
5 760,00 | 100 
0,027 
6| 14soaa [20 


Vedem că în acest caz avem o funcţie foarte complicată, care poate fi 
interpolată numai cu un polinom de grad superior m > 5. Pentru a calcula 
temperatura de fierbere a apei la presiunea p = 0,5 atm ne fixăm eroarea 
absolută cu care dorim să determinăm această temperatură. De exemplu, 
dorim ca eroarea absolută să nu depăşească 0,1*C. 


Introducem în formula (2.82) unde 
z = 380; > = 855,12; az, — 525,76; za = 760,00... = 80*C. 
Deci pentru interpolarea liniară : 
1(330) = 80 + 0,059(380 — 355,12) = 81,470. 
Prin interpolarea parabolică : 
1(380) = 81,47 + (380 — 355,12)(380 — 525,76):(—3,95-10-) — 
= 81,47 + 0,14 = 81,61C. 


Vedem că termenul determinat de diferenţa redusă de ordinul doi este foarte 
aproape de eroarea impusă de noi. 


“Termenul de ordinul trei are valoarea : 
(380 — 355,12)(380 — 525,76)(380 — 760,0)(—0,2+10-7) = 
= 24,88-(—145,76)(—380)(—0,2-10-7) = —0,0280*C. 


Deci cu precizia de 0,1*C putem spune că la presiunea p = 0,5 atm =: 
— 380 mm col Hg temperatura de fierbere a apei este 81,6*C. Dacă se impu- 
mea ca precizia să fie de 0.01*C sau 0,001*C, atunci calculele deveneau mult 
mai complicate deoarece trebuiau luaţi în considerare termeni de ordin su- 
perior. 
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2.6. EXTRAPOLAREA 


Aşa cum s-a specificat mai sus, fiecare tabel conţine valorile funcţiei 
pentru un număr finit de valori ale argumentului cuprins într-un interval 
finit [a, VI. De multe ori însă apare necesitatea cunoaşterii unor valori ale 
funcţiei pentru valori ale argumentului z < a sau a > b. 

Extinderea dependenţei funcţionale stabilite pentru un interval restrins 
de valori ale argumentului, în afara acestui domeniu, se numeşte exfrapolare. 

De multe ori prin extrapolare obținem date la care nu putem avea acces 
pe cale experimentală. Nu întotdeauna extrapolarea este îndreptăţită din 
punct de vedere fizic. Efectuarea operaţiei de extrapolare se bazează pe 
ipoteza că dependența funcţională stabilită pentru z cuprins în domeniul 
[a. 5] este valabilă și în afara acestui domeniu. Deoarece această ipoteză nu 
este întotdeauna corectă, prin extrapolare noi putem spune numai care ar 
fi valoarea funcţiei pentru z <a sau z > b, dacă dependența funcţională 
stabilită pe baza datelor dintr-un tabel oarecare rămîne valabilă şi în afara 


domeniului respee 
Formulele obținute pentru interpolare pot fi utilizate şi în scopul extra- 
polării 


În acest scop trebuie să scriem formulele de interpolare sub o formă 
mai adecvată pentru a le putea aplica mai uşor în operaţia de extrapolare. 
Considerăm num: 
obţinute pot fi ușor transpuse în cazul argumentelor neechidistante. 


cazul unor argumente cu valorile echidistante. Formulele 


Considerăm formula (2.78) şi căutăm să o scriem într-o formă puţin 
schimbată : 


20 A gps (2 — o) (2 — 2) Ayo 


= (2) = Fa) = 
y=Ia) (0 = yo + F3 3 Fi ZI 


apa 


2 — 0) „(2 — zi) (2 — 20) Asta 


2 — 20 (2 20, 


n n part n 
(ea) (070 Am a O) (ez) (ea, 
n E a [A n n 
Za) CE An, (2.83) 
m! 
Introducem variabila = sub forma : 
PE a — 2, de unde z — zh. (2.84) 
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Celelalte rapoarte din formula (2.83) se pot scrie în felul următor : 


(2.85) 
se eg dc: ERE CE 
n Ciu 
Introducind în formula (2.84) obţinem : 
F(a) = Flo + 2) = - Ag + ED Ata E 
z(2 — De — 2) Aa a 22 De — 22 —3) pe 
i = Aga + PT Apr 
x „2 Ie = eee mt 10 Amy, (2.36) 


m! 


Această formulă este cunoscută şi sub numele de prima formulă de inter- 
polare a lui Newton sau formula lui Newton pentru interpolarea înainte. 
Denumirea derivă din faptul că valoarea z pentru care se calculează funcţia 
E(a), se află după valoarea ze din tabele. Ca și în exemplele anterioare Va- 
loarea z, nu este fixată ci se alege astfel încit să corespundă primei valori 
z, din tabel aflată imediat în stinga valorii z. Cu alte cuvinte dacă valoarea 2 
este cuprinsă între valorile ze şi zeu ale argumentului, din tabelul studiat, 
atunci z, se ia ca ze pentru aplicarea formulei (2.86). Pentru interpolare z > 0 
şi cuprinde între O şi 1. 

Dacă valoarea lui z se ia negativă, formula (2.86) poate fi utilizată pentru 
a extrapola dependența funcţională la valori ale argumentului 2 mai mici 
decît cele cuprinse în tabel. 


Exemplu. În tabelul 2.20 se dau valorile funcţie i y=sin z pentru 2 
cuprins între; 15* și 55 cu pasul h = 5. Să se calculeze valorile funcţiei y 


pentru z cuprins între 10* şi 15 cu pasul h' — 1% 
Calculăm direct în tabelul 2.20 şi diferenţele corespunzătoare. 
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Tabelul 2.20 


- = sin e a | aa au a 

15 0,258819 
0083201 

20 0,342020 —0,002603 
0080598 —0,000613 

25 0422618 —0,003216 0,000023 
0,077382 —0,000590 

0,500000 —0,003806 0,000032 

0,073576 —0,000558 

35 0,573576 —0,004364 0,000029 
0,069212 —0,000529 

40 0,612788 —0,004893 - 0,000040 
0,064319 —0,000489 

45 0,707107 —0,005382 0,000042 
0,058937 —0,000447 

50 0,706044 —0,005829 
0,055108 

55 0,819152 


Considerind diferenţele de ordinul patru, practic constante, formula de 


extrapolare în domeniul valorilor z < 2 va fi: 


=(2 — Di 


—1 a 
F(za + 2) — ua + zAgo + ED as, + 2) Ay, + 


2 2-3 


z(2 ++ 12 — 2)(2— 3) pe 


d 2-3-4 


Vo 


Parametrul z trebuie să ia valorile —0,2; —0,4 
Pentru comoditatea calculului 


—0,6; —0,8 şi —10: 
ne formăm un tabel cu date interm=diare 


Tabelul 2.21 


Spa Ea, e je Dea a) sr 
za in az 22 anga | 0 I%e= Ban, |e=Dtezahe=s)p,, [acre a 
[s3i 2 (3 (0 [5] (6 (2 

14* | —0,2 | —0,0166402 | —0,0003124 +0,0000539 0,241922 
13” | —0,4 | —0,0332804 | —0,0007288 0,0001373 0,224952 
12 | —0,6 | —0,0499206 | —0,0012494 0,0002550 0,207913 
110 | —0,8 | —0,0665608 | —0,0018742 0,0004119 0,190811 
10* 0,8 32010 | —0,0026030 0,0006130 0,173651 


Aplicarea formulei (2.86) în scopul extrapolării conduce la erori mult 
mai mari decit în cazul cînd această formulă se utilizează pentru interpolarea 
înainte. Pentru a vedea precizia acestei formule de extrapolare putem verifica 
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cu ce precizie obținem valoarea funcţiei y = sin z pentru z — 0, adică pentru 
z— — 38 în acest caz avem 


F(ao — 3h) — 0,258819 — 3-0,083201 — sa -0,002603 + 3429 .0.000615 + 


34.56 


3-4 -0,000023 — 0,258819 — 0,249603 — 


— 0,0151618 +- 0,000613 + 0,000345 = 0,000073. 


Vedem că pentru o funcţie dată cu şase cifre exacte prin extrapolare la 
o distanţă egală cu 3h, rămîn numai patru cifre exacte. 

Formula (2.86) de interpolare „inainte“ permite extrapolarea „înapoi“ 
prin schimbarea semnului parametrului =. Pentru a putea efectua extra- 
polarea „înainte“ adică pentru valori ale lui z > za, trebuie să deducem 
o formulă de interpolare „inapoi“. 


Pentru aceasta vom considera funcţia de interpolare 
F(a) = bob but — 0 + bal — 
(E — n-a) + bula — ze 

+ bul — zale — 


Ca în paragratul precedent avem : 


e — za) 4 bar — za) — za): 
(z — Za=ah(e — Das) dr e + 
m) ee Th (2.87) 


dacă 2 = zu i F(x) — ja = bo, de unde be (2.88) 
pentru £ = Zau F(2) = ya = bot buna — Za) = Un — bih 
de unde 
pa tUa Daca 2 AVacă 
în a e Dar 2 Alei, 2.89 
îi Fi FI ( ) 
Analog obţinem : 
în (2.90) 
(2.91) 
Dă (2.92) 
Pentru un termen i oarecare : 
a ZEEV SIA E (2.93) 


int 


3 — Preluorarea datelor experimentale în fiziei — cd. 219 55 


Introducînd relaţiile (2.88)—(2.93) în formula (2.87) obținem : 


Ama 2 — a 


E n 
E Ata 
i: 
Ano 7 
ia n 


(2.94) 


Am ajuns asttel la a doua formulă de interpolare a lui Newton sub formula 
lui Newton de interpolare înapoi. Pentru a ajunge la acceaşi formă ca în 
cazul formulei (2.86), introducem notația : 


(2.95) 


Celelalte rapoarte; din formula (2.94) se exprimă în funcţie de parametrul 2 
astfel : 


Lama 2 (ah) 


a spil 
n n ii 
— (a — 2h) 3 
pă ami EP) 
= z+ 
Eta al RIP E (2.96) 
h=2F3 
Aia E ei co net 


Cu aceste notații formula (2.94) devine: 


Po) — Baa 2) — un k za ct SED Argus + ZE-E DEA, 


Aaa 


pe ZE DEL DEL 0 amp + se, d 


et DE De tn Dag 
n 


ET (2.97) 
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Pentru interpolarea „înapoi“ parametrul z ia valori negative, iar pentru 
interpolarea „înainte“ parametrul 2 ia valori pozitive. 
De exemplu, pe baza datelor din tabelul 2.15 să calculăm valoarea func- 
ţici y = sin z pentru z — 602. În acest caz 2 —1 şi sin 60% = 0,819152 + 
+ 0,053108 — 0,005823 — 0,000447 ++ 0,000042 — 0,8666026. 
Valoarea adevărată cu 5 cifre exacte se consideră sin 60” — 0,86603. 
După regulile de rotunjire obţinem aceeași valoare prin extrapolare, 
Dacă însă calculăm pe baza formulei (2.12), sin 90* atunci 2 =7 şi in- 
troducînd în formula (2.97) avem: 
Fa + 2h) = ua + 7 Aaa + 28 Atya-a + 84 Ayu-s + 210 Atya-a — 
— 0,819153 + 0,371756 — 0,163212 — 0,037548 + 0,00882 = 0,998969. 


oarea relativă în rezultatul obţinut este 1,031:10-2 adică cu aproximativ 
e de mărime mai mare decit eroarea relativă pentru datele din tabel. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


2.1. Eroarea absolută care se comite Ja măsurarea cu ajutorul unui mierometru este 
Ad 0,01 mm. Ercetuindu-se trei măsurări, se obţin rezultatele 


d= 1 mm 
d,= 5 mm 
d 10 mm. 
Să se enlculeze erorile relative procentuale și preciziile acestor măsurări. 
Bis ua a 0,01; Bp, = 3,:100% = 1% 


0,002 ; Bps = 0,2% 


= 0,001; Bra = 1% 


; 500; Pa= 1000. 
Deci precizia este en atit mai mare cu cit dimensiunea d măsurată este mai mare. 


2.2. Valoarea experimentală a vitezei luminii în vid este: 
e = (2,99796 = 0,00004) km/s 
iar Viteza sunetului în aer la OC este 
D= (331,08 2: 0,04) ms: 
Să se serie erorile absolute ce afectează valorile acestor 
din aceste două valori este mai precis cunoscută. 


R. Ae= 2 4*10* em/s 
Av = = 4 em/s: 


iteze şi să se stabilească care 


Erorile relative 

Be = 1,33-100; Bo = 1,21-104. 
Preciziile 
1 


—— = 8300. 
EI 
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Tabelul P.3.1 Deci, deși eroarea absolită-Ac este mult.mai 


mare decit ercarea absolută Ap, viteza luminii 
Dau i în vid este de ăproape 10 ori mai precis cunoscută 
decit viteza sunetului. 


5 999,992 2.3. în tabelul P.a-1 se indică densitatea 

10 999,727 apei pentru trei valori ale temperaturii 

= cei i Să se stabilească precizia datelor din această 
tabelă. 


R. Eroarea absclută maximă este : 
Ap = 0,001 kg,m: 
0.001 
999,727 
1 


2e, 


„1-10 


p 


10», 


39 


Deci, din tabelul P.2.1, valorile densității apei sint cunoscute cu o precizie de = 10%, Aceasta 
inseamnă că primele 5 cifre din numărul ce reprezintă densitatea p sint cifre exacte. 


2.4. Valoarea constantei gravitaționale > sc ccnsideră 
7 = 6,67-1074: mo /kg-st. 
Măsurările efectuate pentru obținerea constantei y sint afectate de diferite erori relative. 


Valoarea medie n erorilor relative ale diferitelor mâsurări este 3y = 8-10- 


Se pune problemn dacă in aceste condiţii are sau nu sens să sc enlculeze valoarea y cu 
măi mult de două zecimale. 
Eroarea absolută 


ar 

Acest rezultat ne indică faptul că la nivelul actual de precizie n măsurărilor pentru con- 
stanta gravitaţională y nu are sens să fie luate în considerare mai mult de două vecimale, deoa- 
rece deja a doua zecimală nu este exactă. Pentru ca să aibă sens indicarea valorii constante 


mravitaţionale cu trei zecimale, trebuie ca precizia măsurărilor să fie mărită de cel puţin 10 
ori. 


îr-By => 6,07-0,008 = 0,05. 


2.5. Hezistenţele a doi rezistori sint: 
Ru = (50 + DQ. 
R, = (350 + 30. 


Să se calculeze erorile absolute și relative în cazurile cînd : 
a) rezistorii sint conectaţi în serie ; 

b) rezistorii sint conectaţi în paralel. 

R. a) Din formulele (2.20) şi (2.21) rezultă : 

R= R+ R= 5000 0 A 
AR,= AR +AR,=5 0 


Ra 
B+ Ra 
Din formula (2.42) eroarea absolută în produsul RL; = 52 500 este : 
A(RR) = RAR: + RAR, = 350-2 + 150-8 — 1150. 


b) R= 105 0. 
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Eroarea relativă : 
AMRARI) 
RR, 
Pe baza formulei (2.48) 
BR, = (RR) + BR, 
AR, 


SRR) 


0,0319 
RSR, = 105-0,0319 = 3,35 Q. 

2.6. Se măsoară densitatea mercurului cu ajutorul unui 
sistem de două vase comunicante (fig. P.2.1). În ramura 1 
a vasului se află apă, iar în ramura 2 mercur. Înălţimea h, 
a coloanei de apă și înălţimea Ph, a coloanei de mercur se 
determină cu o eroare absolută Ah = 1 mm. În urma efec- 
tuării măsurării se obţin vătarii 


hi = 68 mm, hp = 5 mm. 


Sa se calculeze eroarea absolută Ape și eroarea relativă dp, ce afeclează valoarea den- 
stâţii mercurului, obținută în urma acestei măsurări. Se consideră că densitatea apel este 
pu, = 1000 kg/ms, afectată de erori neglijabile. 


R. Din condiția 


Padha = Pa9h, 
aflăm : 


pm pi = 1000 = 13 600 kggrms. 
Din formula (2.50) anăm : 


a) (6) 


a(2)- 0,215 
E 


An 


= 13,600,2 + 0,0015) = 2,9 


pun d (2) = 2 900 am. 


Bes = 0,215. 
Deci rezultatul acestei măsurări trebuie scris sub forma : 
pa = (18 600 = 2 900) Igrm?. 
Eroarea absolută mare, a acestui rezultat, se datorează faptului că înălțimea h, este de- 


terminată cu o eroare procentuală relativă foarte mare —20%. 
2.7. Coeficientul de dilataţie liniară se determină prin formula 


PE 
dale — 1) 


unde 1, este lungimea barei la temperatura 4, iar L este lungimea barci la temperatura £. 

Să se caleuleze eroarea absolută şi eroarea relativă care afectează rezultatul obţinut 
pentru coeficientul a, dacă lungimile 1 şi 1, sc determină cu aceeaşi ercare absolută Al, iar tem- 
peraturile 1, şi L cu aceeași eroare absolută Af. 

R. Din formula 3-21 avem: 


AC — 1) = A+ Al= 2A1 
ACE — ta) A + At = 244, 
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iar din formula (2.50). 


a (e) (ap ez; i Te [SA 2) 
=] ua Poli = 


Deci 


şi oroarea relativă 


2.8. Viteza unui electron accelerat la o diferență de potențial U este dată de formula 


2eU. 


Să se calculeze eroarea absolută şi eroarea relativă la valoarea vitezei v obținute, dacă 
U = 500 V iar eroarea absolută cu care se determină această diferență de potenţial este 
Au=a2v. 


500. 2 1,002: 500 
10 = 143261+107 m/s. 


911103 CRT 
Notăm : 
_ 2eu 
m 
Arp RAUL a -2 = 047-101. 
E 
Din formula (2.58) avem : 
ar Îl —0,7-1010 = 0,26-3+10% = 2,03+104 m/s 
2 133-107 


Av = 0,0026-107 m/s. 
Deci viteza calculată trebuie scrisă sub forma : 
p = (1,3261 ++ 0,0026)-107 m/s 


3 AP — 1,06-10-2 ze 2-10-2 
[i 
sau 
30 = 0,2%. 


2.9. Se măsoară densitatea mai multor lichide cu ajutorul sistemului de două vase co- 
municante (fig. P.2.1). Se cere să se indice capul de tabel ce trebuie pregătit înainte de înce- 
perea măsurărilor. 


R. 


Liehiaui n m 
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2.10. Să se indice capul de tabel care trebuie pregătit pentru efectuarea unei experienţe 
în care se urmărește să se arate că produsul dintre presiunea P şi volumul V ale unui gaz depinde 
liniar de temperatura absolută 7. 


R. 


e mega [e 2 [e [e 


2.11. Măsurarea căldurii specifice a unui corp solid se poate efectua introducind corpul 
solid de masă m, aflat la temperatura t,, într-un calorimatru în care se atlă apa cu masa M 
la temperatura (,. Dacă temperatura de echilibru este £, atunci căldura specifică e a mota- 
malul este: 


MU) 
BR 
m 0 


Se cere: 
a) Să se indice forma tabelului de calcul necesar, 
b) Să se calculeze căldura specifică a aluminiului și, respectiv, eroarea absolută Ac și 
eroarea relativă 3z, dacă în urma măsurărilor au fost obținute rezultatele : 
M = (250 + 0,2) s 
m == (02,31 = 0,02) 8 
te = (13,52 0,0170 
în = (99,82 2 V,04PC 
t = (47,70 -k 0,016. 
Căldura specifică a apei se consideră ca = 4 190 J/kg-grad. 
c) Care este eroarea determinantă în această măsurare ? 


R: 


mat) | mt —0 


| 
b) G = 880,32 I/ku- grad. 


MU 19 (AM A 4 At td Ad) 
mt — 0 


M m ete a 
= 880,32[0,0008 + 0,0003 +- 0,00047 + 0,0006] = 0,0064-880,32 = 5,03 J kg: grad. 


Mm ENE 


Ac = 


Deci, 
e = (830,32 + 5,63) I/kg- rad 
8. = 0,0064 = 0,64%. 


c) Eroarea determinantă este eroarea ce afectează diferenţa ! — f„. Aceasta se datorează 
faptului că valoarea absolută a diferenţei t — fa = 4,27*C este mică şi deci eroarea relativă 
0,47% mare. 
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“2.12. în tabelul P.2.2 este dată dependenţa rezistivităţii 


sodiului (Na) de temperatură. 


Tabelul p.2.e 


re o | 20 10 | a 
p:10-+ Q-m 4,477 | 4,897 5,314 5,780 6,279 
Se cere rezistivitatea p : 

a) pentru 25*C; 
b) pentru — 100; 
e) pentru 90*C, 
R. Efectuăm tabelul diferenţelor : 
Lisă 10*Q-m 4. a Ap 
o 4,477 
0,402 
20 4,879 0,033 
—0,002 
0,435 
40 5,314 0,031 
0,466 +0,002 
0,033 
60 5,780 0,49% 
80 6,279 


Vedem că dependenţa rezistivităţii p de temperatură, pentru Na, poate fi scrisă sub forma 


pD= a + biet, 
Deci efectuăm o interpolare parabolică : 
0,435, 0,031 
2 2-20: 
p(25%0) = 4,985-10* Q-m. 


p(25*C) = 4,879 + -5+ 


b) Din formula (2.86): 


Deci: 


Pe ba: 


sau: 
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p(—10*0) = 4,477 — 0,5-0,402 + > .0,088. 


p(—10*0) = 4,288-10-* Q-m. 


za formulei (2.94), avem: 


(900) = 6,279 + 0,5:0,499 + 


0.033 
2 


0,5-(1.5) 


Z -5(—15) = 4,4870 + 0,109 — 0,008 


"Trebuie avut grijă, în cazul extrapolării, dacă proprietăţile materialului rămin neschim- 
bate. De exemplu, pentru Na, temperatura de topire este 97,58. Deci este fără sens să se facă 
extrapolarea pentru t = 100*C. 

2.13 In tabelul P.2.3 se indică valorile pentru densitatea apei pentru unele valori ale 
temperaturii (. 


Tabelul p.2.3 


ea | 10 


i 
Lă (E 
2 


a | a | a | 25 


monzao | amara 


997,797 | 997,565 | 997,323 997,071 
i 


Să se calculeze densitatea apei pentru temperatura ! = 22,7*C. 
„R. Trebuie să vedem care este gradul polinomului de interpolare. 


me | | a 

20 998,230 
—0,211 

2 998,019 —0,011 
—0,222 

22 997,797 —0,010 
—0,232 

23 997,565 —0,010 
—0,242 

24 997,323 —0,010 
—0,252 

25 997,071 


Deci, în acest domeniu, densitatea apei depinde de temperatură sub forma unui polinom 
de gradul doi şi deci 


p(22,7*C) = 997,797 — 0,7:0,2394 


De unde, 
p(22,7"C) = 997,636 Kama. 


2.14. în scopul etalonării unui dinamometru se determină greutăţile mg astfel încti 
indicaţiile N pe seara gradată să fie 0,5, 10, 15, 20... Rezultatele unei astfel de etalonărt 
sînt indicate în tabelul P.2.4. 


Tabelul P.2.4 


N 


IE 


15 | 20 | 25 


so] as | 0 


4,87 | 10,52 | 17,24 46,97 61,09 77,85 


m (ka) | o 


25,34 | 35,16 


Să se stabilească gradul polinomului care indică dependența masei corpului de numă- 
rul N al diviziunilor de pe scara dinamometrului. 
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R. Pentru stabilirea gradului polinomului trebuie să alcătuim tabelul diferenţelor. 


EI IE | arm | am | am am 

o o 
4,87 

5 4,87 0,78 
5,65 0,29 

10 10,52 1,07 0,02 
6,72 0,31 

15 17,24 1,38 0,03 
8,10 0,34 

20 25,34 1,72 —0,05 
9,82 0,29 

25 35,16 1,99 0,03 
11,81 0,32 

30 46,97 2,31 0.01 
14,12 0,33 

35 61,09 2,64 
16,76 

40 77,85 


Vedem că diferențele de ordinul trei sint practic constante. Oscilaţiile acestor valori se da- 
torează erorilor experimentale. Deci dependența greutăţii mg de numărul diviziunilor de pe 
scara dinamometrului este sub forma unui polinom de gradul trei. 


mg=a + BN+eN: + N. 
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REPREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 


în fizica experimentală se utilizează foarte des reprezentarea prin grafice 
a datelor obținute în urma efectuării unor măsurări. Dacă, de exemplu, 
se măsoară valorile mărimii y pentru diferite valori ale mărimii z, se obțin 
perechile de valori 


0 Zi Za a: Za (3.0) 
Vo VW Wa Yam 


Pentru reprezentarea grafică a datelor (3.1) se utilizează, cu foarte 
puţine excepţii, sistemul obişnuit de coordonate rectangulare. Pe o axă ori- 
zontală numită axa absciselor se reprezintă, la o scară aleasă, valorile zo 
zu, Za: + m iar pe O altă axă, numită axa ordonatelor se reprezintă valorile 
funcţiei y = y(2, adică os Wu Waoo ce Un (fig: 3-1). 

Intersecţia perpendicuiarelor pe axa absciselor în punctele za Zi, 2: 
eu perpendicularele pe axa ordonatelor în punctele yo Yi Wa--- Se repre- 
zinlă prin punctele pe graficul respectiv. 


Putem desigur reprezenta mărimea z pe axa ordonatelor şi mărimea y 
pe axa absciselor. Se indică însă ca întotdeauna pe axa absciselor să se re- 
prezinte mărimea independentă adică mărimea ale cărei valori sînt alese 
de experimentator, iar pe axa ordonatelor să se reprezinte mărimea mă- 
surată. Se mai spune că pe axa orizontală trebuie reprezentată cauza, iar pe 
axa verticală efectul. 

De exemplu, dacă măsurăm intensitatea curentului anodic pentru o 
triodă Ia, în funcţie de tensiune pe grilă U,, în cazul în care tensiunea ano- 
dică Ua se menţine constantă, vom reprezenta tensiunea pe grilă U, pe axa 
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Fig. 3.1. 


absciselor și intensitatea curentului 7, pe axa ordonatelor. Aceasta deoarece 
U, pentru care se efectuează măsurările se pot alege arbitrar, dar 


valorii 
intensitatea curentului anodic depinde funcţional de tensiunea de grilă. 

Deci, prin reprezentarea grafică a datelor experimentale, fiecărei perechi 
de valori (zu y.) îi corespunde un punct pe graficul respectiv. Aceste perechi 
de valori sînt însă reprezentate într-un tabel în care au fost trecute în pro- 
cesul de efectuare a măsurărilor. Se poate pune întrebarea de ce este nece- 
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sară reprezentarea grafică dacă dispunem de tabele corespunzătoare pentru 
perechile z;, y; pentru datele experimentale respective. Desigur că repre- 
zentarea datelor prin tabele este o etapă absolut necesară, deoarece dacă 
nu dispunem de tabele nn putem trece la reprezentarea grafică. Reprezen- 
tarea datelor prin grafice reprezintă o etapă, în procesul de prelucrare a date- 
lor care suecede reprezentarea prin tabele şi prezintă unele avantaje faţă 
de aceasta. 


3.1. UNELE AVANTAJE ALE REPREZENTĂRII DATELOR 
PRIN GRAFICE 


Vom încerca să scoatem în evidenţă unele aspecte mai importante care 
indică avantajele reprezentării datelor prin grafice. Desigur, că aşa cum am 
mai subliniat, nu se poate vorbi de avantajele reprezentării datelor prin 
grafice faţă de reprezentarea acestor date prin tabele, deoarece întotdeauna 
reprezentarea grafică se face pe baza unui tabel. Deci nu putem pune pro- 
blema alegerii între reprezentarea datelor prin tabele sau prin grafice. Se 
pune însă problema avantajelor pe care le obţinem dacă, pe lingă reprezen- 
tarea datelor prin tabele utilizăm şi reprezentarea acestor date prin grafice. 


Să ilustrăm unele dintre aceste avantaje : 


a) Reprezentarea datelor prin grafice permite stabilir 


unor caracte- 
vistiei ale dependenţei mărimii y de mărimea z, care nu pot [i determinate 
dacă ne limităm numai la reprezentarea primei tabele. Astfel, putem stabili 
eu aproximaţie punetele de intersecţie ale curbei experimentale cu axa ab- 
sciselor sau axa ordonatelor, maximale şi minimale, punctele de inflexiune, 
panta curbei experimentale, caracteristicile de periodicitate în şirul de da 
experimentale. Aceste caracteristici se pot trece cu vederea în examinare: 
tabelelor sau se pot pune în evidenţă numai după o examinare foarte atentă. 


Să considerăm următorul exemplu. Prin iradierea unui metal cu unde 
electromagnetice de diferite frecvenţe v, se emit electroni a căror energie 
maximă Ema depinde de frecvenţa v. Această proprietate este cunoscută 
sub numele de efect fotoelectric. 

în figura 3.2 se indică dependenţa energiei maxime a fotoelectronilor 
emiși în urma iradierii suprafeţei molibdenului cu unde electromagnetice de 
diierite' irecvenţe. Desigur, că datele obţinute în procesul de măsurare sînt 
trecute într-un tabel. Reprezentarea grafică a acestor date ne permite să 
tragem unele concluzii suplimentare : 

— dependenţa energiei maxime Emas de trecvenţă v a undelor electro- 
magnetice este liniară ; : 
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Fig. 3.2. 


— dreapta intersectează axa abseiselor în punctul în care frecvenţa v 
are valoarea vp — 10,510: Hz. Pentru această frecvenţă energia electronilor 
este zero, deci efectul fotoelectric poate avea loc numai dacă frecvența v a 
undelor electromagnetice este mai mare decit frecvenţa de prag v: 

— putem calcula panta dreptei în figura 3.2. 


BC 
te =23- (32) 


Segmentul AB = 100 mm, dar 1 mm reprezintă 0,1-10:4 Hz, deci AB = 
= 101004 Hz, 

Pe axa ordonatelor segmentul BC — 133 mm, iar 1 mm reprezintă 
(1/20)-10-1 J, deci BC = 6,65:10- J şi 


= 6,65-10-31 I-s. (3.3) 
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Fig. 33, 


Studiul experimental al efectului fotoelectric arată că panta dreptei nu: de- 
pinde de natura metalului, deci reprezintă o constantă universală cunoscută 
sub denumirea de constanta lui Planck (Ph). Vedem deci cite informaţii utile 
putem obţine din reprezentarea grafică a datelor experimentale. 

b) Reprezentarea datelor prin grafice permite efectuarea rapidă a inter- 
polării. Deşi prin interpolarea grafică obţinem valori mult mai puţin precise 
decit prin aplicarea formulelor lui Newton, această metodă prezintă avantaje 
datorită simplităţii sale. 

De exemplu, în figura 3.3 este reprezentată dependenţa temperaturii de 
fierbere a apei func 


de presiune, după tabelul 2.18. Unind punctele experi- 
mentale, obținem curba experimentală. Dorim să aflăm temperatura de fier- 
bere a apei la presiunea p —0,5 atm — 380 mm col Hg. Ducem din acest 
punct o perpendiculară pe axa abseisei, iar din punctul de intersecţie al 
acestei perpendiculare cu curba experimentală ducem o perpendiculară pe 
axa ordonatelor. Obţinem temperatura 1 — 81,5. Utilizind interpolarea 
parabolică am obţinut / =— 81,6*C. Vedem că, dacă prin punctele experimen- 
tale trece o curbă suficient de netedă interpolarea grafică furnizează rezultate 
destul de precise. Precizia acestei metode este determinată în mare măsură de 
alegerea scării pentru reprezentarea datelor pe abscisă, respectiv pe ordonată. 


e) Poate că unul din cele mai importante avantaje furnizate de repre- 
zentarea datelor prin grafice îl constituie faptul că această reprezentare ne 
permite ca 


intr-o singură privire“ să avem o imagine intuitivă asupra 
dependenţei funcţionale a mărimii y de mărimea z. As 
grafiei 


fel, din reprezentarea 
a datelor din tabelul 2.11 (fig. 3.4), vedem imediat că puterea disipată 
în cireuitul exterior este maximă pentru o valoare anumită a rezistenței 
exterioare Ro, că această putere scade destul de repede dacă valorile rezis- 
tenței R se îndepărtează de Ra De asemenea, vedem că scăderea puterii di- 
si 


tă în rezistența exterioară nu este simetrică faţă de valoarea R= Ry, 
ci scăderea este mai rapidă pentru R = Re şi mai lentă pentru R> Ry 

Fără îndoială că astfel de reprezentări intuitive erau mult mai greu 
de obținut dacă ne limităm numai la reprezentarea datelor prin tabele. 

d) Reprezentarea datelor prin grafice ne permite să ne dăm mai bine 
seama dacă datele obţinute experimental conduc sau nu la o dependenţă 
teoretică cunoscută. Putem avea domenii ale valorilor argumentului în care 
datele experimentale se abat substanţial de la o dependenţă teoretică con- 
siderată, iar în alte domenii datele experimentale sînt în concordanţă cu 
formula respectivă. 
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Fig. 3.4. 


Ds exemplu, studiul curgerii laminare a lehidulu! printr-un tub (fig. 3.5) ne conduce 
Ma concluzia că viteza v de curgere a fluidului depinde de căderea de presiune po unitatea de 
lungime, de raza r; a tubului, de distanța r Ia axa tubului și de coelicientul de vistozitate n 


[CI] 


j 
a SE a as 


Fig. 3.5. 


6 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 218 
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Viteza maximă pentru r = 0 este 


De LA (3.5) 


iar viteza medie este 


ri a.6 


Conform acestor formule, viteza de curgere a lichidului printr-un tub este proporţională cu 
factorul 
Ap 
=. 3.7 
[i 
Coeficientul de viscozitate m caracterizează forța de frecare, ce apare prin deplasarea 
relativă a două straturi de lichid sou de gaz. Forţa de frecare este proporțională cu variaţia 
vitezei pe unitatea de lungime a razei tubului, iar factorul de proporționalitate este cocficientul 
de viscozitate n. 


n S1, coeficientul de viscozitate se măsoară în kg (m:3). 

In tabelul 3-1 se indică rezultatele experimentale obținute de Reynolds privind depen- 
dența vitezei medii de curgere a fluidului printr-un tub, de căderea de presiune pe unitatea 
de lungime ; 

Tabelul 3.1 


APA (Nm) | Va (m/s) app (S/m*) | Va (mnm/s) 


7.8 35 78,3 245 

15.6 05 86,0 258 

23,4 78 87,0 258 

313 126 93,9 271 

39,0 142 101,6 277 

46,9 171 109,6 284 

| 54,7 194 118,0 290 
62,6 220 


Datele din tabelul 3.1 sînt reprezentate grafic în figura 3.6. Vedem că pentru valori mari 
ale căderii de presiune pe unitatea de lungime nu se mai respectă dependenţa liniară din for- 
mula 3.6. 

Aceste observaţii l-ou condus pe Reynolds la descoperirea că formula 3.6 este valabilă, 
numai dacă o anume mărime, care azi este cunoscută sub numele de numărul lui Reynolds 
este mai mică de 2300 
2rap0m 

E] 


3 (8.8) 


unde p este densitatea fluidului. 

Vedem că reprezentarea grafică şi observarea vnor neconcordanţe cu formule cunoscute 
pot conduce la descoperirea unor noi fenomene. 

€) Un alt avantaj al reprezentării datelor prin grafice îl constituie şi 
faptul că din graficul dependenței mărimii y de mărimea z, putem să ne dăm 
seama, cu o anume aproximaţie, care ar fi formula empirică cea mai 
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ini prin care am putea 
aproxima curba experimentală 
li obţinută. 

De: exemplu, reprezentînd 
grafic datele. din tabelul 2.13 
(fig. 3.7) putem considera că ten- 
siunea electromotoare ap de- 
îi pinde aproximativ liniar de dite- 
rența de: temperatură PC, iar 
dacă dorim rezultate mai precise 
putem considera un polinom de 
gradul doi. 

Din figura 3.8, care repre- 
zintă datele din tabelul 2.6, ve- 

Fig. 3.7. dem că distanţa s depinde para- 
bolic de timpul £. 

Se pot desigur enumera şi alte avantaje ale reprezentării datelor 
prin grafice. Considerăm însă că avantajele indicate, sînt suficiente pen- 
tru a ne da seama de rolul graficelor în fizică şi în ştiinţă, în general. 


3.2. GRAFICE CALITATIVE ȘI CANTITATIVE 


În paragraful precedent am arătat că prin grafice se reprezintă da- 
tele conţinute într-un tabel care reprezintă rezultatele unor măsurări 
sau ale unor calcule. Asttel 
de grafice sint grafice 
cantitative deoarece pe 
axele de coordonate se re- 
prezintă valorile mărimilor 
z şi y. Există însă posibili- 
tatea reprezentării grafice a 
dependenţei mărimii y de 
mărimea z fără a dispune 
de tabele cu datele numerice 
privind valorile mărimilor y 
şi z. Asemenea grafice se 
numesc grafice calitative de- 
oarece ele indică numai din 
punct de vedere calitativ 
dependența mărimii y de 
mărimea z. 

Graficele calitative pre- 
zintă o deosebită impor- 
tanţă în descrierea unor 
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procese sau fenomene fizice. Ele se 46 
folosesc Ioarte des în manuale pentru 
a ilustra într-un mod cît mai intuitiv 
posibil unele procese sau fenomene 
fizice. aia 

Să dăm citeva exemple de grafice 
calitative. 


În figura 3.9, se reprezintă cali- 
tativ dependenţa între alungirea rela- 
tivă e şi efortul unitar g. Din acest 


grafic se vede că există un domeniu 
în care dependența între e şi e este 
liniară, domeniu care corespunde legii 
Iui Hooke. Pentru un etort unitar 
mai mare decit o valoare specifică, 
pentru fiecare, material dependenţa 
liniară nu mai este respectată. 

Graficul din figura 3.10 indică cali- 
tativ pentru procese fizice în planul p,V. Li „d 
Privind acest grafic, răminem cu o re- 
prezentare intuitivă a acestor procese; 
de exemplu, trebuie amintit că adiabata este mai înclinată decit izoterma. 

În figura 8.11 este indicată dependența de timp a temperaturii unui 
corp solid. Din acest grafic rezultă că pe porţiunea 1—2 temperatura 0 creşte 
timpul, iar din momentul cînd se atinge temperatura de topire 04, tempe- 
ratura rămîne constantă pînă cînd întreaga masă a corpului solid se trans- 
formă în lichid; apoi temperatura creşte din nou cu timpul. 

Graficul calitativ din figura 3.12 indică dependenţa rezistenței R de 
temperatură, pentru metale şi pentru semiconductori. Se vede că în timp 
ce pentru metale rezistenţa R creşte prac 
semiconductorilor rezistența scade o dată cu creşterea temperatu 

În figura 3.13 se arată calitativ modul de variaţie a masei unei particule, 
în tuncţie de viteză. Se vede, că pe măsură ce viteza v a particulei se apropie 
de viteza luminii în vid e, masa corpului tinde spre infinit. 

Din exemplele enumerate rezultă că graficul calitativ furnizează o reprezen- 
tare clară, intuitivă privind modul de dependenţă intre diferite mărimi fizice. 


Fig. 3.9. 


liniar cu temperatura, în cazul 


3.3. UNELE INDICAȚII PRIVIND PREZENTAREA DATELOR 
PRIN GRAFICE 


Pentru ca reprezentarea grafică a datelor experimentale să fie cit mai 
clară se recomandă să se țină seamă de unele indicaţii. 

a) În primul rînd trebuie aleasă corespunzător hirtia ce urmează a fi 
utilizată pentru reprezentarea grafică. De cele mai multe ori se foloseşte 
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15) 


Fig. 31, 


Fig. 3.10, 


hirtie milimetrică obișnuită, cu scări liniare pe ambele axe. Dacă însă argu- 
mentul sau funcţia conţin valori care diferă foarte mult între ele, atanci, 
veprezentarea pe hirtie milimetrică obișnuită este practie imposibilă. De 
exemplu, dacă funcţia y conţine valori de la 0,1 la 1000, aceste valori nu pot 
fi reprezentate pe hirtie milimetrică deoarece dacă se atribuie valorii 0,1 un 
milimetru pe grafic, ar trebui ca axa ordonatei să fie de cel puţin 10 m. În 
aceste cazuri se utilizează hirtie semilogaritmică pe care una din axe este 
divizată la scară logaritmică. 

b) O altă problemă importantă pentru asigurarea unei reprezentări 
grafice cit mai intuitive este alegerea scării corespunzătoare atît pe axa 
absciselor cit şi pe axa ordonatelor. 

De exemplu, trebuie să reprezentăm grafic datele din tabelul 3. 


Tabelul 3.2 


ES 60 | 6,5 | 70 7,5 8.0 85 90 95 10 


[i sa | 49 | 58 73 86 101 116 132 150 


În figura 3.14, a, datele din tabelul 3.2 sint reprezentate grafic consi- 
derind axa z de la zero. Prin aceasta se îngreunează obținerea de informaţii 
intuitive privind forma dependenţei y de z. Se recomandă ca atunci cînd 


Fig. 3.14. 
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Fig. 3.15. 


Eee 


- Fig. 346. 


valorile variabilei z încep de la un număr oarecare, acest număr să fie re- 
prezentat cit mai aproape de originea axei respective. Graficul 3.14, b este 
mult mai clar decit cel din figura 3.14, a. 

Scara pe axele de coordonate trebuie aleasă cît mai simplu posibil. Este 
foarte bine dacă 1 cm de pe grafic corespunde unei unităţi oarecare pentru 
mărimea măsurată. Prin unitate înţelegem 0,1; 1; 10; 100 ete. Este destul 
de comod şi cînd 1 cm corespunde la 2 sau 5 unităţi. 

c) Indicaţiile pe axele z şi y trebuie să fie cît mai simple adică cu cît 
mai puține cifre. De regulă indicaţiile pe axe nu trebuie să conţină numere 
cu mai mult de două cifre: 0,1; 0,2; 0,3 1,0; 2,0; 3.0;,..3:105.20; 
30;... Dacă numerele sînt mai mari trebuie indicat un factor la sfirşitul 
axei alături de unităţile de măsură, ca în figura 3.3 pe axa z. 

d) Pe ficcare axă trebuie să se indice denumirea sau simbolul mărimii 
reprezentate pe respectivă şi în. mod obligatoriu, unităţile de măsură. 

e), Dacă punctele experimentale, datorită erorilor de măsurare nu se 
aşază pe, o curbă netedă este recomandabil să se traseze o curbă printre 
puncte ea în figura 3.15, d, şi nu prin punctele experimentale ca în fi- 
gura 3.15, a. Prin aceasta se obţine o mediere a erorilor de măsurare. 

?) În cazul în care se pot aprecia erorile absolute comise prin efectuarea 
unor măsurări, reprezentarea grafică trebuie să indice erorile respective. 
Acest lucru este necesar, ial dacă erorile absolute sînt diferite pentru 
diferite valori ale funcţiei y, adică atunci cînd valorile funcţiei y au fost 
obținute prin măsurări de precizii diferite. Erorile absolute se indică pe grafic 
ca în figura 3.16. Din fiecare punct experimental se duce o linie verticală 
de lungime egală cu eroarea absolută transpusă în unităţile corespunzătoare 
scării alese pentru funcţia y. 

8) Dacă pe un grafic se reprezintă modul de variaţie al unei mărimi 
ce în funcţie de altă mărime, pentru mai multe materiale atunci punctele 
experimentale trebuie indicate cu semne diferite. De obicei se folosesc semne 


ca: sh, XD, O, ete. 


3.4. SCĂRI FUNCȚIONALE 


Aşa cum s-a mai amintit, nu întotdeauna este posibil ca valorile obţinute 
experimental să fie reprezentate grafic la scară liniară (sau omogenă). În 
astfel de situaţii trebuie ca mărimea z sau y, iar uneori ambele, să fie re- 
prezentate pe axe gradate neomogen. Din aceste motive au fost introduse 
scări speciale care se numesc scări funcționale. 

În principiu scările funcţionale se construiesc în felul următor: presu- 
punem că avem o dependenţă oarecare y — f(z) şi cunoaştem valorile funcţiei 
Vo Yi Wa-+. corespunzătoare valorilor argumentului za, 2, 2... Valorile 
funcţiei y se reprezintă pe o axă AB începînd cu un punct oarecare 0 
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(fig. 3.17). Fiecare indicație a valorii funcţiei se notează nu prin valoarea 
funcţiei respective ci prin valoarea argumentului z corespunzător. Obţinem 
asttel o scară funcţională gradată neomogen dar numerotarea segmentelor 
respective se face uniform ca în cazul scărilor omogene. Pentru a putea re- 
prezenta valorile funcţiei y pe axă trebuie să alegem un segment de pe axă 
ca unitate de măsură pentru funcţia y. Segmentul luat drept unitate pentru 
funcţia y se numeşte modulul scării funcţionale respective și îl notăm prin u- 
Modulul se se determină relativ simplu. Presupunem că valorile funcţiei 
Sînt Vo: Vi» Wa: Wa Și dorim să le reprezentăm pe o axă de lungime 
1 —N mm, Originea axei putind fi arbitrară ne interesează numai diferența 
Un — yo: Modulul pi trebuie ales astfel încit pe distanţa de N mm să se cu- 
prindă această diferență adică : 


N 

Va — o 
Acest raport poate fi un număr zecimal şi cum nu este indicat să utilizăm 
fracțiuni de mm, se ia primul număr întreg mai mic decit cel obținut prin 
raportul (3.9). De aceea relaţia (3.9) se mai serie sub forma 


i (3.9) 


[i (3.10) 


Wa 
Semnul egal corespunde cazului cînd acest raport este un număr întreg, 
iar semnul mai mic cazului cînd raportul este un număr zecimal. 
În acest fel putem construi scări funcţionale pentru orice fel de depen- 
aenţe y = 12), Să luăm de exemplu 
p = sin z. (3.1) 
Luăm din tabele valorile sin z rotunjite la două zecimale (tabelul 3. 


Tabelul 3.3 
o [ear o eee | ze mw |» 
064 | o | 0,87 | 0,94 


Dacă aceste valori dorim să le reprezentăm pe o axă de lungime  — 
— 200 mm, atunci 


[n | 0,00 0,5 


0,17 | 0,34 


200 
1—0 
Deci 0,1 corespunde la 20 mm, iar 0,01 la 2 mm. 


u 200. 


%0 EI x ex 
o 


Fig. 3.17. 
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Fig. 3.18. 


Scara funcţională pentru funcția (3.11) este reprezentată în figura 3.18. 

O seară funcţională astfel obținută ne permite să ne dăm seama de com- 
portarea funcţiei pe un interval oarecare. În domeniile unde. indicaţiile pe 
scara funcţională sint mai rare, funcţia crește (sau scade) mai rapid decit 
în domeniile unde indicaţiile pe scară sînt mai dese. Funcţia pentru care 
se poate construi o scară funcţională trebuie să fie continuă şi monotonă 
pe intervalul ales. 


Ideea construirii scărilor funcţionale stă la baza realizării diferitelor 
tipuri de rigle de calcul. Pentru efectuarea unor calcule rapide şi destul de 
precise ne putem construi singuri „rigle“ de calcul pentru diferite operaţii, 
De exemplu, dacă dorim să avem la îndemînă un grafic după care să cal- 
culăm funcţia y = sin z, atunci este recomandabil ca pe scara funcţională 
din figura 3.18 să includem şi valorile 5%, 15%,... Păstrind acelaşi modul al 
scării ca în figura 3.18 și luînd valorile corespunzătoare dintr-un tabel obţinem 
scara funcţională din figurile 3.19, a. 

În tabelul 3.4 sînt reprezentate datele indicate pe scara funcţională 
din figur 


“Tabelul 3.4 


= [i se 10 | 15 | 20" | ase | a0* E 10 152 

[A 0 [0.09 | 0,17 | 026 [o,s4 | om2 | 0,5 0,57 0,64 071 7 
u (mm) [i] ss | sa | 52 | ca | sa |100 14 128 12 

a 50* | be | co | one | 70] 75* | so spe wo 

[ 977 | 0,52 | 0,87 | 0,91 | 0,94 | 0,97 | 0.98 | 0,99 | 10 


200 


u (mm) | asa | 152 | 188| 104 te | 199 


Paralel cu scara funcţională a) se construieşte o scară uniformă b) pe 
care se indică valorile funcţiei păstrînd valoarea modulului de scară stabilit. 
Astfel, în figura 3.19 avem o riglă de calcul pentru y — sin z sau 2 — are sin y. 
Între indicaţiile dintre ambele scări se poate folosi interpolarea liniară. 
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Fig. 3.19. 


În practica actuală de prelucrare a datelor experimentale un rol deosebit 
îl are utilizarea s logaritmice, adică a scării funcţionale în care se re- 
prezintă dependenţa : 


y=igz. (3.12) 
în tabelul 3.5 sînt indicate valorile funcţiei y pentru z = 1, 2,..-+ 10 
Tabelul 3.5 
z 1 | 2 3 4 5 | s Lă | Li L:] | 10 
[i | o 0,30 | 0,48 | 0,60 | 0,70 | 0,78 | 0,81 | 0,0 0,9% | 1 


Este comod să reprezentăm aceste date pe un segment de dreaptă de 

lungime L = 100 mm. Modulul de scară în acest caz va fiu = 10 mm (fig. 3.20)- 
Proprietatea deosebită a scării logaritmice constă în faptul că diviziu. 

nile pe această scară se repetă dacii în loc de intervalul 1—10 luăm in- 


tervalul 10—100 sau 100—1 000 ete. (tabelul 3.6 şi 3.7). 
Tabelul 3.6 
= | 10 | 20 | 30 | 40 | so | 00 70 s0 | 90 100 
Tabelul 3.7 
| = | 200 200 sco | ao | s0o | 600 | 700 | 800 | 900 | 1.000 
wa | 2 | 0 | 2 2.60 | 2,70 aa | 2,84 | 2,90 | 2,95 | 3 
i N 


Vedem că în toate cele trei tabele diferența dintre valorile extreme ale 
funcţiei este aceeaşi (egală cu 1). 
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Deci în loc decitrele 1, 2,..., 10 
în figura 3.20 putem scrie 10, 20,30, : 
100 ete. 

Utilizarea scărilor logaritmice per- 
mite restringerea axei pe care se repre- 
zintă o mărime fizică oarecare. 

Putem lua mai detaliat valorile de pe axa logaritmică. În acest scop 
folosim datele din tabelul 3.8 luate dintr-o tabelă obişnuită de logaritmi. 
Ca şi în tabelele de mai sus efectuăm operaţia de rotunjire la două zecimale. 


Fig. 3.20. 


Tabelul 3.4 


E 12 14 1.6 18 24 2.6 28 
Ma | 0.08 0,15 020 | 0,26 0,38 0,41 0,45 
pi 3,5 45 5,5 6,8 8,5 9,5 
1g a 0,54 005 | o,za os | os | owa 0,98 


Reprezentind datele din tabelul 3.8 pe axa logaritmică păstrind datele 
din tabelul 3,5 și acelaşi modul de scară obţinem [igura 3.21. 

In figura 3.22 este indicată o „riglă“ de calcul pentru Ig. Cu această 
riglă putem calcula logaritmul oricărui număr, cu oricite zecimale, Inter- 
polarea pe axa logaritmică între indicaţiile respective se poate face liniar. 

Astfel, lg 3,3 = 0,52; 1g 33 = 183,3 + 1 — 1,52...1g0,33 =1g3,3 —1= 
_ — 0,48. 

Pentru a ne da seama mai bine de avantajul scării logaritmice să reve- 
nim la dependenţa temperaturii de fierbere a apei de presiune. În tabelul 3.9 


Tabelul 3.9 


p mm col Hy 19 64 92 | 17,5 31,8 55,3 92,5 

be —10 o 10 20 30 10 50 

p mm col Hg 149,4 | 233,7 | 355,1 | 525,8 700 | 10743 | 148914 

ee 60 70 | so s0 100 "10 120 
Fig. 3.21. Fig. 3.22. 
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'se indică valorile temperaturii de fierbere £ pentru un domeniu larg de pre- 
siune. i = E 

Vedem că presiunea variază într-un domeniu foarte larg, adică raportul 
dintre presiunea maximă şi presiunea minimă din tabelul 3.0 este = 750. 
Deci chiar dacă am considera 1 mm pe grafic corespunzător la 2 mm col Hg, 
tot am avea nevoie ca axa absciselor să fie de = 75 cm. O asemenea repre- 
zentare grafică este incomodă, de aceea se indică utilizarea scării logarit- 
mice pentru abscisă. În figura 3.23 se indică dependenţa temperaturii f*C 
de presiune luîndu-se scara logaritmică pe axa absciselor. Punctele corespun- 
zătoare se indică prin O. Pe acelaşi grafic se reprezintă dependența 1/7 de 
presiune, punctele indicîndu-se prin semnul []. Se vede că 1/7 depinde 
practic liniar de lg p. Desigur se găsesc hirtii logaritmice trasate mult mai 
precis decit cea gradată manual în figura 3.22. Am dorit să subliniem faptul 
că la nevoie ne putem construi singuri scări funcţionale pentru orice de- 
pendenţă y = (2). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


3.1. în figura P.3.1, dreptele (A), (B) și (C) reprezintă dependenţa de timp 2 vitezelor 
mobilelor A, £ și G. 

Se cere ca, pe baza acestui grafie, să se indice modul de mişcare pentru fiecare dintre 
cele trei mobile. 

3.2. In tabelul P.3.1 se indică datele chținute pentru perioada unui pendul elastic în 
Tuncţie de masa m a pendutuiui. 


Tabelul P+3.1 


m(a) | 10 | 15 so 35 10 


20 | 25 


45 | 50 


76) | 0,03 | 0,77 | 0,88 


1,00 | 1.09 | 117 | 1,26 | 1,33 | 1,40 


Se cere să se reprezinte grafie datele din tabelul P.3.1 şi să se aleagă o scară funcţională 
corespunzătoare astfel încit reprezentarea grafică a perioadei 7 în funcţie de masa m să fie 
liniară, 

R. Reprezentarea grafică 7 = f(m) este dată în figura P.3.2. Se vede că această de- 
pendență nu este liniară. După forma curbei. se poate presupune că perioada 7 depinde de 
Vin. Va trebui deci să încercăm o scară funcţională de forma 7 = /V(m). 


Tabelul P.3.3 


m 10 | 15 | 20 25 


m | 316 | 3,87 | 4,47 


96 


îi 
"LU 
VAN 


7 — Praluerarea dateior experimentale în fizică — ed. 319 


Din figura P;3.3. se vede că ipoteza dependenței perioadei” pendutului, elastie liiiar,de 
Vii este corectă. 

3.3. În tabelul P.3.3 șe indică spaţiul parcurs de un corp în cădere, pe un plan îneli- 
nat. Se cere să se reprezinte grafic datele din tabelul P.3.3 și să sc găscască scara funcţională 
pentru variabila £ astfel incit dependenţa s(() să se reprezinte grafie, printr-o linie dreaptă. 


Tabelul P.3.3., 


0.6 12 


m o] oa 


o |: 


sm) o 0,256 


577 | 1,025 | 1,602 | 2,307 


R. Dependenţa este pătratică, deci pentru axa £ trebuie alcasă o scară funcţională pă- 
tratică, 

3.4. Să se specifice care trebuie să fie scara funcţională pentru volumul Y al unui gaz 
ideal, astfel incit diagrama p — V, pentru procesele izoterme, să se obțină sub forma unei 
linii drepte. 

R. Din ecuaţia de stare a gazelor ideale 


pV = vRT 


avem 


Deci trebuie să indicăm pe axa V valorile 1/V. 
3.5. In tabelul P.3.4 se indică spaţiul s parcurs de un mobil pe un plan orizontal în funcţie 


de viteza inițială p, a mobilului. 


Tabelul P.3.4 
o es) | aj a | a | | B | o 
s (m | 0,25 | 1 | 2,25 | 4 | 6,25 | 9 


Să se reprezinte grafic dependența s = (9) şi să se indice seara funcţională pentru viteza ve 
astfel incit graficul s = s(0,) să fie o linie dreaptă. 

R. Din fiura P.3.4 vedem: că avem o dependenţă pătratică s=— 204) : d 
pentru va o scară funcţională pătratică, obținem o linie dreaptă (fig. P.3.5). 


dacă luăm 


REPREZENTAREA DATELOR 
PRIN CORELAȚII 


Ne-am ocupat în capitolele 2 şi 3 de reprezentarea datelor prin tabele 
și grafice. Ca un pas următor în acest proces de prelucrare a datelor expe- 
rimentale îl constituie reprezentarea datelor prin corelaţii, adică pe baza 
datelor experimentale obţinute, reprezentate prin tabele și grafice cores- 
punzătoare, șă exprimăm mărimea y în funcţie de mărimea z printr-o expresie 
matematică, y = fie). 

Studiind wicle aspecte privind interpolarea am văzut că putem alege 
un polinom de un rad oarecare cu ajutorul căruia este posibilă reprodu- 
cerea punetelor experimentale, cu o precizie suficientă. Metoda interpolării 
este foarte utilă pentru aflarea valorii funcţiei între punctele experimen- 
tale, dar de foarte multe ori polinomul de interpolare nu este corespunzător 
pentru a reprezenta datele experimentale respective prin lormule. Stabilirea 
“valorii funcţiei pentru diferite valori ale argumentului z se face experimental 
şi deci aceste valori sînt afectate de erorile experimentale prezente, într-o 
măsură mai mâre sau mai mică, în orice proces de măsurare. Dacă scriem 
pentru datele experimentale formula y = f(7), unde /(z) este polinomul de 
interpolare ce ia valorile Va; Vi Ya---> În punctele o, Za, m. atunci for- 
mula obţinută conţine, pe lingă dependenţa reală a funcţiei y de argumen- 
tul z, şi erorile experimentale, care uneori pot distorsiona sensibil, depen- 
denţa y = f(0)- 

În reprezentarea 


„telor prin formule nu trebuie deci să urmărim ca 
funcţia obţinută să aibă valorile funcţiei experimentale în punctele 20, zi 
za... ci trebuie să găsim un polinom de grad minim posibil sau o altă 
funcţie care să conţină un număr minim de parametri, astfel încît curba 
obţinută prin calcul să treacă cît mai aproape de toate punctele experi- 
mentale. Desigur că deocamdată nu dispunem de erilerii pentru a pulea aprecia 
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dacă curba pe care o considerăm trece sau nu suficient de aproape de toate 
punctele experimentale. Această problemă se discută mai în detaliu în ca- 
pitolul 7. 


4.1. FORMULE RAŢIONALE 
ȘI FORMULE EMPIRICE 


Etectuind măsurarea mărimii y pentru diferite valori ale mărimii a 
obţinem, aşa cum am mai amintit, perechile de valori experimentale 


Zita Dai mp Bi 


os Vie Vero ce Mae 


Îm procesul de reprezentare a acestor date printr-o formulă de forma : 
y=fa, bc, ....z) 4.0 


unde a, db, c,... sint parametri numerici, iar funcţia f este o funcţie raţio- 
nală de argumentele indicate. Întilnim două situaţii diferite : 

a) Relaţia (4.1) este o formulă raţională de formă cunoscută. 

b) Forma raţională (4.1) nu este cunoscută. 

Cazul a) se întilneşte foarte des în practică. De exemplu dacă ne ocu- 
păm de dependenţa de temperatură a rezistenţei diferitelor metale sau aliaje, 


ştim că pentru asttel de materiale rezistența depinde de temperatură prin 
formula : 


R = Rol + al) (4.2) 


unde R, este rezistența la temperatura Ip — OC, iar o este coeticientul termic 
al rezistenței. Formula (4.2), conţine doi parametri (Ra şi a); comparind 
formulele (4.1) şi (4.2) rezultă a = Ro b =—a, 2 =. 

Deci parametrii care intră în această formulă au un sens fizic bine de- 
finit. 

Formulele care reprezintă dependența între mărimi fizice şi care conţin 
parametri cu sens fizic bine definit se numesc de obicei formule raţionale. 

Dacă forma funcţiei f(a, d, e, 2) este cunoscută, atunci problema 
reprezentării datelor experimentale printr-o formulă, se reduce la stabilirea 
parametrilor a, , c,... De exemplu, pentru a stabili dependența rezistenței 
unui metal oarecare, de temperatură, trebuie ca pe baza datelor experimen- 
tale : 


pal bEtg, lefp0p: pl ga 
Ro 4, Ba Rorigu Rp 


să caleuliim valorile parametrilor, Ro şi «. 


100 


În cazul b) problema este mai complicată deoarece înainte de a încerca 
să stabilim parametrii (a, b, e...) care întră în formula (4.1) trebuie să sta- 
bilim forma funcţiei fa, d, e, ....7). - 

Dacă formula de forma (4.1), care descrie ansamblul punctelor experi- 
mentale, conţine parametri care nu au sens fizic definit, se numește formulă 
empirică. De obicei, formulele empirice nu au aceeași formă pentru toate 
valorile argumentului z. Aceste formule se stabilesc pentru diferite domenii 
restrinse ale argumentului «. Deci formulele empirice se stabilesc pe baza 
unor rezultate experimentale şi trebuie să asigure, în limita erorilor experi- 
mentale, o concordanță acceptabilă cu datele obținute. 


De exemplu, s-a stabilit, că în cazul mercurului, coeficientul f de dila- 
taţie volumică nu este constant ci creşte o dată cu creșterea temperaturii. 
S-a arătat pe baza datelor experimentale, că dependenţa coeficientului f 
de temperatură, pentru mercur, poate fi scris sub forma : 


p=a+u (4.3) 


unde a = 0,0001801 și b == 0,00000002. 

Formula (4.3) reprezintă un exemplu de formulă empirică, care, după 
cum s-a stabilit experimental, este corespunzătoare numai în domeniul de tem- 
peratură cuprins între 0"C şi 100%. 

Pentru dependenţa căldurii specifice la presiune constantă de tempera- 
tură se folosește expresia : 


cp mat IT re: + ... (4.4) 


unde coeficienţii a, b, c se determină pe cale empirică, în procesul de prelu- 
crare a datelor experimentale. În tabelele care conţin astfel de coeficienţi se 
specifică intervalul de temperatură pentru care sînt valabile valorile indicate. 

Formulele empirice se stabilesc, de obicei, prin metoda încercărilor 
succesive. Un rol important în stabilirea unei forme anume pentru o formulă 
empirică îl joacă reprezentarea datelor experimentale prin grafice. Găsirea 
unei formule empirice adecvate este, de cele mai multe ori, o problemă ex- 
trem de complicată. De obicei se consideră că forma cea mai simplă pentru 
o formulă empirică ar fi un polinom de un grad oarecare. Dar de cele mai 
multe ori, gradul polinomului care ar putea aproxima datele experimentale 
este foarte mare şi deci formula (4.1) trebuie să conţină un număr prea.mare 
de parametri. 


Deoarece stabilirea unei formule empirice nu se face pe baza unor eri- 
terii teoretice ci numai urmărindu-se un singur scop şi anume ca formula 
respectivă să aproximeze cît mai bine datele experimentale, se întîmplă destul 
de des ca pentru o dependenţă între mărimi fizice să avem mai multe for- 
mule empirice. 
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De exemplu, în studiul gazelor reale avem mai muite ceuații: empirice care reprezintă 
dependenţa între parambtrii de stare p (presiunea). V (volumul) şi 7 (temperatura). Amintim 
următoarele ecuaţii de stare : > 

a) ecuaţia Van der Waals (873) -, , 


(pr or - = Rr; (4.5) 
D) ecuaţia Berthelot (1900) : .- . 
+ —wv — n= nr; a. 
| p Za) ) [5) 
stabilită de Bealtie şi Bridgman (1927) : 
Rru —0 


€) ceva 


i (4.2 


d) ecuaţia dată de Redlich și Kwong (1919): 


RE nori e nu PR) 


=» TVV + 0) 


Putem indica și alte exemple de formule empirice pentru gazul real. De exemplu. Buca- 
loviei şi Novikov au propus o ecuaţie de forma ; 


p 


B(D B(D 
pV = RTL — PRE) | 1.9) 
p (Er a e că (00) 


Vedem că avem un număr foarte mare de ecuaţii care desciu aproximativ comportarea pn- 
zelor reale, conţinind doi sau trei parametri constanți sau dependenţi. de temperatură care 
so stabilesc experimental. î 

Am dat aceste exemple pentru a avea o imigine mal clară asupra multitudinilor de forme 
în care pot îl reprozentate diferitele ecuaţii empirice. 


Deşi de multe ori ecuaţiile em! e sint destul de aproximative, iar 
valorile parametrilor, şi deseori chiar forma ecuaţiei, variază de la un domeniu 
la altul, nu se poate să nu subliniem importanța deosebită a acestor ecuaţii 
în diferite domenii ale ştiinţei şi tehni 

Anumite ecuaţii empirice, care descriu corect diferite fenomene fizice 
într-un domeniu oarecare sînt de multe ori rezultatul unei munci susținute, 
în diferite laboratoare din întreaga lume, desfășurate în perioade de zeci de 
ani sau chiar mai mult. În cazul formulelor (4.5)—(4.8) am indicat anii în 
care au fost obţinute pentru a putea înţelege mai bine munca susținută 
şi îndelungată care se depune pentru obţinerea unor formule empirice corecte. 

Multe dintre formulele utilizate de noi astăzi, şi care se pot deduce teo- 
retic, au avut într-o perioadă dată un caracter empiric. De fapt, în cele mai 
multe cazuri ecuaţiile empirice preced în timp ecuaţiile obţinute pe cale 
teoretică. Aceste indicaţii succinte scot în evidenţă rolul experienţei, a mă- 
surării și prelucrării datelor experimentale, în procesul cunoaşterii legilor 
obiective ale materiei. 

Utilizarea pe scară largă a ecua 
două motive principale. 

a) Formula analitică ce exprimă corect dependenţa între mărimile 
fizice studiate nu este cunoscută şi deci sîntem nevoiţi să utilizăm formule 
empirice aproximative. 


lor empirice poate fi explicată prin 
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Aşa cum am văzut, deşi prima ecuaţie de stare empirică pentru gazele 
reale a fost stabilită acum peste 100 de ani, nu dispunem încă de o formulă 
corectă. Gazele reale avind însă multe aplicaţii în diferite domenii, trebuie 
să efectuăm calculele necesare pe baza uneia din formulele empirice. 

Bxemplul cu gazele reale este ales întimplător, putindu-se da asemenea 
exemple din multe alte domen 

b) Un alt motiv constă în faptul că, uneori, deși dependenta între mări- 
mile studiate este exprimată printr-o funcţie analitică precisă, această funcţie 
este atit de complicată încît se preferă efectuarea calculelor după formule 
aproximative. 

De exemplu, deşi formula (4.5) descrie mai corect comportarea gazelor, 
de cele mai multe ori se foloseşte, în calcule, formula gazelor ideale. 


BY 


RT. 


42. ALEGEREA FORMEI ADECVATE 
PENTRU O FORMULĂ EMPIRICĂ 


Aşa cum am stabilit, în procesul de reprezentare a datelor prin formule, 
se pune problema ca; pe baza perechilor de valori (z y) (î — 0-1 +. +n) ob- 
tinute experimental, să se indice dependenţa (4-1) cea mai adecvată. În acest 
context cuvintul adecvat înseamnă că ecuaţia empirică stabilită să aproxi- 
meze suficient de bine datele experimentale pe baza cărora a fost dedusă 
şi în acelaşi timp, să rămină valabilă și pentru aproximarea datelor similare 
obținute în alte experienţe. De aici rezultă că o ecuaţie empirică stabilită 
trebuie să aibă un caracter general. De exemplu, dacă se determină coefi- 
cienţii a, D, c din formula (4-4) pentru o substanţă într-un anumit interval 
de temperatură, atunci formula respectivă trebuie să poată fi folosită în 
orice calcul în care se cere căldura specifică cp pentru o anume temperatură 
cuprinsă în intervalul stabilit. Această ultimă cerință implică o serie de mă- 
suri ce trebuie luate în scopul înlăturării erorilor experimentale şi în spe- 
cial a erorilor sistematice ce potii introduse prin utilizarea necorespunzătoare 
a unor instalaţii. Sint destul de dese cazurile cînd ecuaţii empirice sau valori 
pentru diferite mărimi fizice obținute în diferite laboratoare nu concordă 
între ele, iar analizele mai atente scot în evidenţă efecte instrumentale care 
conduc la obţinerea unor rezultate experimentale eronate. Deoarece acest 
manual se ocupă numai de prelucrarea datelor experimentale, nu putem intra 
în probleme legate de tehnica măsurărilor şi cerinţele ce se impun pentru 
obţinerea unor rezultate cit mai corecte. Subliniem însă că se constată des- 
tule discordanţe şi datorită modului de prelucrare a datelor experimentale, 
cum ar fi de exemplu : interpolări sau extrapolări incorecte, neglijarea unor 
termeni sau utilizarea unor coeficienţi numerici necorespunzători. 
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Metoda cea mai rapidă şi sufi- 
cient de comodă pentru alegerea 
formulei empirice adecvate pe baza 
datelor experimentale constă în re- 
prezentarea grafică a datelor. Pe 
baza graficului obținut, putem tra- 
Ni ge o serie de concluzii orientative dar 
deosebit de utile. Astfel ne putem 
uşor da seama dacă curba experi- 
mentală este monotonă sau conţine 
maxime, respectiv minime, sau pune- 
te de inflexiune. De asemenea, ob- 
servăm dacă un punct experimental 
oarecare are o poziţie incertă, adică 
se abate foarte mult de la curba ex- 
perimentală. În asemenea cazur 
dacă este posibil, se repetă măsura- 
rea pentru punctul respectiv şi even- 
tual punctele vecine dacă repetarea 
măsurării nu este posibilă ; se înlă- 


ere 


tură perechea respectivă de date 
experimentale. Situaţia cea mai sim- 
plă este în cazul cînd, pe baza da- 
telorexperimentale reprezentate gra- 
fic constatăm că mărimea y depinde 
liniar de mărimea z. În acest caz, 
formula empirică este de forma : 


y=a+ baz (4.10) 


Stabilind formula funcţiei em- 
pirice, rămîne să calculăm parame- 
trii a şi d. 

Dacă 
de mărimea x nu este liniară atunci, 

pentru a ajunge la o form ulă e mpi- 
rică adecvată, trebuie să încercăm alegerea unor scări funcţionale, astfel 
încît dependenţa respectivă să poată fi adusă la forma liniară. 

Să considerăm citeva exemple. 

a) În tabelul 4.1 avem dependența experimentală a mărimii y de mă- 
rimea z. 


să dependenţa mărimii y 


Fig. 4.2. 
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Tabelul 4.1. 


] = 24 3,50 5.00 6.89 10,00 
PI 00141 . | 0,0281 0.0562 0,1123 0,2250 
BI 5,76 12,25 25,00 4747 100,00 


Reprezentarea grafică a datelor din tabelul 4-1 este indicată în figura 4.1. 
Din acest grafie deducem că y depinde de z sub forma unei parabole de 
forma 


y=a ba (4.1) 


Pentru a ne convinge de faptul că forma (4.11) este corectă ar trebui 
să luăm pentru z o scară funcţională de forma y = 2%. Esle mai simplu să 
încercăm reprezentarea grafică a mărimii y în funcţie de z*. Valorile 2? co- 
respunzătoare sînt calculate în tabelul 4.1. Reprezentind dependența y = 12%) 
(fig. 4.2), vedem că obţinem aproximativ o linie dreaptă. Putem considera 
că dreapta trece prin origine și atunci dependenţa ar fi de forma : 


p = ba? (4.12) 


Deoarece nu putem stabili suficient de precis, din grafic, dacă dreapta 
trece sau nu prin originea coordonatelor, este mai prudent să răminem la 
formula empirică de forma (4.11). Prin calcule concrete se va stabili dacă a 
este zero sau numai foarte mi 

b) În urma efectuării unui set de cinci măsurări au fost obținute datele 
din tabelul 4.2. 


Tabelul 4.2 
a 01 02 04 0,5 1 
[] 22 17 14,5 14 13 
[5 10 5 2,5 2 Ş 


În figura 4.3 este reprezentată grafic dependenţa y = t(z). Se constată 
că odată cu creşterea mărimii z, valorile pentru y scad. De aici deducem că 
este posibilă o formulă empirică de forma 


gi arat (4.13) 
z 


pentru dependenţa dată prin reprezentarea grafică din figura 4-3. Pentru a 
pe convinge de valabilitatea acestei concluzii, trebuie să reprezentăm grafic 
dependenţa y = f(1/2). Din figura 4.4 se vede că formula empirică (4-18) 
este corectă deoarece dependența y = f(1/2) este liniară. 
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Fig. 4.3. Fig. 44, 


c) Să stabilim formula empirică pentru datele experimentale din ta- 
belul 4.3, 


Tahelul 4.3 
B | ! 2 4 | e . 10 1 
[A | Mă ai 26 | 60 108 150 204 


În figura 4.5 sînt reprezentate grafic datele din tabelul 4.3, Se vede că 
obținem o curbă experimentală destul de apropiată de curba din figura 4.1. 
Am putea deci admite o formulă empirică de forma (4.11). Pentru a verifica 
dacă o asemenea formulă este valabilă trebuie să reprezentăm grafic depen- 
22). Din figura 4.6 se vede încă că prin această reprezentare nu 
inie dreaptă. Putem considera că datele experimentale din tabe- 
lul 4.3 se reprezintă prin formula empirică 


paz + bat (4.14) 
Pentru verificarea acestei ipoteze, trebuie să reprezentăm grafic dependența 


2 
z 


= fa) (4.15) 


Din figura 4.7 rezultă că această dependenţă este liniară, deci admiterea 
formulei empirice (4.14) pentru dependenţa din figura 4.5 este îndreptăţită. 
1) Să considerăm rezultatele experimentale din tabelul 4-4. 


106 


Fig. 47. 


Fig. 49. 


Tabelul 4.4 


= 10 20 30 40 70 so 


[A 4,77 | 5,99 6,81 7,56 | 8,15 8,60 | 9,05 9,50 


Din formula curbei experimentale (fig. 4-8) putem admite o formulă 
empirică pentru aproximarea datelor experimentale, de forma 


y = az (4.16) 


Dacă această formulă empi 


este corectă, trebuie ca dependenţa 
1gy = ga + big (4.17 
să reprezinte o linie dreaptă. Deci, pentru verificarea formulei (4.16) trebuie 
să reprezentăm grafic Ig y în funcţie de gr. 
Dacă avem la dispoziţie hirtie logaritmică putem reprezenta direct. Ig y 
în funcţie de lg. Nedispunind de asemenea hirtie calculăm (tabelul 4.5) 


valorile necesare. Din figura 41.9 vedem că formula empirică (4.16) este 
corectă. 


Tabelul 4.5 


Mae a 1,30 1,48 1,60 1,70 1,78 1.85 1,90 


LI 0,68 0,78 0,84 0,88 091 0,93 0,96 0,98 | 


Vedem deci că reprezentarea grafică a datelor experimentale este una 
din metodele de bază care ne permite alegerea unei formule empirice adecvate. 
Obţinerea unei reprezentări grafice liniare ne conduce atit la obţinerea fe 
mulei empirice corespunzătoare, cit și la posibilitatea de a calcula parametrii 
conţinuţi în formula respec 

“Trebuie însă totdeauna să ținem seama că formula empirică stabilită 
poate să mu fie valabilă în afara domeniului datelor experimentale pe baza 
cărora a fost obţinută. De exemplu din reprezentarea grafică (fig. 3.23) putem 
trage concluzia că lg p depinde liniar de 1/T, adică avem formula empirică : 


Isp =a — BT (4.18) 
Stadiul acestei dependențe a arătat că formula (4.18) este valabilă numai în 
domeniul de temperatură 0*C—100C. Dacă luăm un domeniu mai larg de 
temperatură se observă abateri sensibile de la dependenţa liniară. De alttel 


şi din figura (3.23) se vede că punctul experimental ce corespunde la ! = 
— 10C nu se aşază pe dreaptă. 
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4.3. EVALUAREA CONSTANTELOR. 
CONCORDANȚA UNEI FUNCȚII EMPIRICE 
CU UN ȘIR DE DATE 


În acest paragraf vom indica unele metode de evaluare a parametrilor 
conţinuţi în diferite formule. Deoarece aşa cum am văzut în paragraful pre- 
cedent, pentru obţinerea formei adecvate a unei formule empirice este re- 
comandabil să se încerce o astfel de reprezentare grafică încît să se ob- 
ţină o dependenţă liniară, vom încerca să evaluăm parametrii a şi b (for- 
mula 4.10). 

Dacă dispunem de (n + 1) perechi de măsurători şi considerăm că re- 
prezentînd grafic datele experimentale dependența y = (2) este liniară 
înseamnă că putem scrie relaţiile : 


a+ br = Jo 
a baza = 
alia (4.19) 
dk bu = Va 
Avem deci (n ++ 1) ecuaţii cu două necunoscute. Desigur că, în ci 
toate punctele experimentale s-ar afla pe dreapta trasată, ar fi suficient să 
Imăm la întîmplare două din ecuaţiile (1.19) şi să calculăm parametrii a şi b. 
Cum însă, de regulă, dreapta nu trece prin, ci printre punetele experimentale, 
problema evaluării parametrilor a şi b nu este chiar atit de simplă, deoarece 
luînd diferite perechi, de puncte, obţinem valori diferite pentru parametrii 
aşi d. 
Se utiliz 
rametrilor a 


ază următoarele metode mai importante de evaluare a pa- 
u; 


a) Metoda grafică. După reprezentarea grafică a datelor experimentale, 
se trasează dreapta printre punctele experimentale astiel ca numărul punc- 
telor aflate de cele două părţi ale dreptei să fie aproximativ acelaşi, De regulă 
trasarea dreptei se face cu o riglă transparentă pentru a ne pulea convinge 
dreapta trece printre puncte şi nu pe lingă puncte. Dacă ne convingem 
că trasarea dreptei este aproximativ corectă, alegem două puncte arbitra 
pe dreaplă şi stabilim abseisele şi respectiv ordonatele acestor punete (fig. 4.10)- 
Obţinem astfel două ecuaţii cu două necunoscute : 


a + ba = 


(4.20) 
b) Metoda perechilor de puncte. Dacă dispunem de n + 1 puncte experi- 
mentale, alegem (n + 1)/2 perechi de punete pentru care scriem sistemul 
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de ecuaţii ca în formula (1.20). 


Dacă n + 1 este un număr 
impar se omite un punct ex- 
perimental. Este bine să se 
îndepăr- 


omită punctul cel m: 
tat de dreapta trasată printre 
punctele experimentale. De 
exemplu dacă avem 10 puncte 
experimentale, putem scrie 
cinei sisteme de ecuaţii : 


ar ba = i 
a + ba, 
ta Aa «pata SARI) 


ar ba = a 
a + bo = o 


Prin rezolvarea acestor 
teme de două ecuaţii cu două 
necunoscute obţinem cinci va- 
lori pentru parametrul a: ai; 
as; aa; au; ds şi cinci valoi 
pentru parametrul b: bi ba: Fig. 4.0. 
bai Das bi 

Media aritmetică a acestor valori se consider 
aşi b: 


orile parametrilor 


au + ast us + au + as 


(4.22) 


Lă 


c) Metoda mediei. În aplicarea acestei metode, se pleacă de la ideea că, 
datorită erorilor experimentale, chiar în cazul unei dependențe strict liniare 
a mărimii y de mărimea z, de regulă 


mpa ba (4.25) 


unde (4 y;) sînt perechile de date experimentale. 
Notăm cu Ay, eroarea absolută : 


Age = ge rai — bag (4.24) 


popi 


Dacă se admite că parametrii a şi b sint astfel stabiliţi încît "e 
n 
PAD) o (4.25) 


atunci 


Xiwi — a — br) =0 sau Sp, — na — Ya (4.26) 
e) [= i 

Am obține astfel o ecuaţie cu două necunoscute. Putem împărţi punetele 
experimentale în două grupe, de la 0 la m şi de la m +1 la n, unde m este 
un număr aproximativ egal cu n/2. În acest caz, în loc de ecuaţia (4.16) 
obţinem un sistem de două ecuaţii : 


n 
Zu = a — dz) =0:; X (pia) =0 (4.27) 
=) imi 


ma + d Si =>, ge (4.28) 


n n 
(n—ma+b 5 az= Se 
(0-78, 

Rezolviînd sistemul de ecuaţii (1.28) aflăm parametrii a şi b. 

Exemplu. Pentru a determina parametrii a şi b din formula empirică 
(4.16) trebuie să stabilim parametrii dreptei din figura 4.9. 

Notăm Y —1gy; X ga. 

Pentru datele din tabelul 4.5 avem ecuaţia empirică 


Aplicind metoda mediei și împărțind datele în două grupe de cite 4 măsu- 
rări, pe baza formulei (4.28), obţinem : 


Efectuind calculele : 
4 
ZX. = Y, = 3,78 
[= 
Deci: 
44 — 5,38 D — 348; 44 +7,23 b — 3,78 
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De unde: 
3,78 — 3,18 0,6 


pg e De DIE a aa 0/32 
7.23 — 5,38 1,85 


A 


E (3,18 — 0,32-5,38) = 0,36 


A = ga; a = 104 = 10092 = 2,29 


Deci, datele experimentale din tabelul 4.4 pot fi exprimate prin formula 
empirică 


y = 2.2902 (4.16%) 


În tabelul 4.6 se indică gradul de concordanță între valorile experimen- 
tale şi cele calculate după formula (4.167). 


Tabelul 4.6 

a 10 20 30 40 so 60 70 80 
4,77 | 5,99 0,84 7,50 815 8,00 9,05 9,50 
4,78 | 5,97 6,40 7,46 01 8.49 9,02 9,31 


Din acest tabel se vede că abaterea valorii calculate de la valoarea ex- 
perimentală creşte o dată cu creşterea argumentului z. Putem crede că acest 
Iucru se datorează unei erori de metodă. Se poate constata că această aba- 
tere se datorește unei mici neatenţii. Valoarea funcţiei depinde sensibil de 
valoarea parametrului b. Valoarea obţinută pentru b este: 


a b = 0,3243243 


Dacă considerăm b — 0,324, obţinem pentru 2 = 80, yeate = 9,47, iar pentru 
D = 0,3243, vcare = 948 pentru z — 80. 
Deci este mai corect să scriem formula empirică sub forma 


y = 2,29 -a03x (4.16) 


Această formulă aproximează datele experimentale cu o eroare relativă 
de 0,2%, pe cînd cu formula (4.167) se ajunge la erori relative de 2%. 

Să ne ocupăm de una din metodele de evaluare a parametrilor dacă ne 
convingem că datele experimentale pot fi aproximate printr-o ecuaţie de 
forma : 


y=—a+ br + cat (4.29) 
În acest scop, putem pleca de la formula de interpolare (2.78) 
A A: 
2 = m SI (2 — 29 ee — 29-20 (4.30) 


8 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — că. 219 113 


Am considerat cazul cînd argumentul ia valori echidistante. Formula (4.20) 
este simplu să fie scrisă sub forma : 


Ave A? Aa __ Ayo A 
y (n + ge za) + ( i OEI că 
Ay, Ay, 
ni ae Bica (4.31) 


Ay, Atu 
a=w+ Tai 7 + me ei 
Au A 
pes Ie 2 (ae +2) (4.32) 
A 
€ 20 


Formula (4.30) se folosea pentru interpolarea parabolică între punctele 
2 și yw iar zo nu era fixat, ci putea lua orice valoare în funcție de punctul z 
în care dorim să aflăm funcţia y prin interpolare. 

În cazul utilizării formulei (4.32) pentru valoarea parametrilor a, b şi e 
Va trebui să înţelegem prin z, toate punctele experimentale zp, zi. 

Va trebui deci să calculăm parametrii a, b şi c pentru prima pereche 
de valori a argumentului, apoi pentru punctul al doilea și al treilea etc. 
După obţinerea unui set de valori : 


i Ga: m 
Bali bamzo ba 
[ir RA (4.33) 


calculăm parametrii a, b și c ca medii ale valorilor obţinute. Ca exemplu, să 
considerăm datele din tabelul 2.5. 

În tabelul 4.7 sînt trecute datele experimentale şi diferenţele de ordinul 
întii şi doi calculate. Se vede că A?s, datorită unor erori experimentale, este 
numai aproximativ constant. 

Din tabel se vede că pasul h = (1/30) s, iar valoarea argumentului t, 
pentru o măsurare oarecare i, este : 


14 


Tabelul 4.7 


11/30 5 3, em a aa 
dig 11,86 

3,81 

2 15,67 112 
4,93 

3 20,60 116 
6,09 

E] 26,69 0,93 
. 7,02 

5 33,71 110 
8,22 

[ă 41,98 0,98 
9,20 

Ș 5113 116 
10,6 

3 61,49 1.05 

9 72,90 113 

10 85,44 1,10 

ELI 99,08 1,05 

12 113,77 1,08 

13 129,54 117 

14 146.48 


deci : 


ip Perlea REL DE si 1) 


h n Lai 


„bene cai ESI (E Dai de Ii, 


aaa ae Sa ID ass, 


S As 1 2(i 1 
Be = — i pi (as — d > as) 


1 
ce — gg Atse 
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În aceste tabele trebuie să luăm toate valorile lui i de la 1 la 13: 


a = 11,86 — 3,81 + 1,12 = 917. 
de = 15,67 — 2-4,93 + 3-1,16 = 15,67 — 9,86 +- 3,48 — 9,20 

da = 20,60 — 3-6,09 + 6:0,93 = 20,60 — 18,27 +- 5,58 — 7.91 

aa = 26,69 — 4-7,02 ++ 10-1,1 — 26,69 — 28,08 +- 11 — 9,61 

as = 83,71 — 5-8,22 + 25-0,98 — 33,71 — 41,1 + 14,7 =7,31 

da — 41,93 — 6-9,20 +- 21-1,16 = 41,93 — 55,2 + 24,36 — 11,09 

a = 51,31 — 7+10,36 + 28-1,05 — 51,13 — 72,52 4 29,4 — 8,01 

as = 61,49 — 8-11,41 ++ 36-1,13 — 61,49 — 91,28 + 40,68 — 10,89 

dp = 72,90 — 9-12,54 + 45+1,10 = 72,90 — 112,86 +- 49,5 — 9,54 

ao = 85,44 — 10+13,64 + 55-1,05 = 85,44 — 136,4 + 57,75 — 6,79 
au = 99,8 — 11-14,69 + 66-1,08 — 99,08 — 161,59 + 71,28 — 8,77 
aia = 113,77 — 12+15,77 + 78-1,17 = 113,77 — 189,24 + 91,26 — 15,79 


Deci : 


tiu aekiaiet saca; SAT. 9 sita, 
12 12 


Trecem la calculul parametrului b: 


Sa, 20 da 
30 h 


d = 803,81 — 1,5-1,12) — 63,9 
Da = 80(4,93 — 2,5-1,16) = 60,9 
Ba = 80(6,09 — 3,5-0,93) — 85,05 
d, = 30(7,02 — 4,5-1,10) = 62,1 
5 = 30(8,22 — 5,5-0,98) — 84,9 
De = 30(9,20 — 6,5-1,16) — 49,8 
37 = 30(10,36 — 7,5-1,05) — 74,55 
ba = 30(11,41 — 8,5-1,13) — 54,15 
Bg = 30(12,54 — 9,5-1,10) — 62,7 
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By = 30(13;64 — 10,5-1,05) — 78,45 
ba = 30(14,69 — 11,5-1,08) — 68,1 
bis = 30(15,77 — 12,5-1,17) = 34,35 


Bat bat on + bis 
12 


d = = 64,19. 


Deoarece parametrul e, depinde numai de diferența de ordinul doi, putem 
serie : 


1. AS or Atat «+ A?sz _ 900 ogg 97:25 
22 12 zi 2 


= 488,63 cm/s*. 


Pe baza datelor din tabelul 4,7 obţinem, pentru s, formula : 
s = 951 + 64,91 £ + 488,63 £* (em), (4.34) 


Comparind cu cunoscuta lormulă a căderii libere 


3 =s9+ pl + i (4.34) 


aflăm : so = 9,51 cm; va = 64,91 cm/s = 0,649 m/s; 


9 = 2e = 9,77 m/s. 


Asupra criteriilor de concordanţă a unei funcţii empirice cu un şir de 
date obţinute experimental se va discuta mai detaliat în capitolul 7. 
Putem impune unele criterii ca: 


a) Eroarea absolută într-un punct experimental oarecare i să nu depi- 
şească o valoare Ay, stabilită. Pentru dependenţa liniară 


we—a — bz, < Ay. (4.35) 


p) Deoarece, așa cum am arătat, ne interesează ca dependenţa y = f() 
să aproximeze cît mai bine toate punctele experimentale, adică curba obţi- 
nută să treacă cît mai corect printre punctele experimentale, putem impune 
ca criteriu condiţia : 


3 (pe — a — br) = min. (4.36) 
= 


c) Vom vedea în capitolul 7 că cel mai indicat criteriu este ca suma 
pătratelor diferențelor (y, — a — bz) să fie minimi 


n 
S = Bye — a — br)? = minim. 
[= 
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Problema stabilirii corecte a formei ecuaţiei empirice şi a: valorilor para- 
metrilor conținuţi în ecuația respectivă este extrem de complicată. Pe baza 
metodelor date, putem însă stabili forma ecuaţici empirice şi calcula valorile 
parametrilor cu o precizie suficient de bună pentru aplicaţiile practice. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


A. Pe baza datelor din tabelul P.3.1, să se caleuleze parametrii a pi b ai dreptei 
7 = IUN) si constanta elastică a arcului utilizat în experienţa respectivă, folosind metoda 
mediei. ăi . 

R. Admitem că avem o dependență de forma : 


a bca 


Din primele 5 măsurări avem : 
Ba ++ 21,980 — 4,97, 
iar din ultimele 1 măsurări 
4a + 20,02h = 5,18 . 
437 21,98 


a = LB16_ 26.02 _ 4.97-20,02 — 51621.08 
5 210% 5+20,02 — 4-21,98 
4 26,02 
113.707 — 37 0200 a. 
130,1 — 87,92 
|: FEL INI i: £ 
5:10, 09:60 00 0 ui, 
42.16 12,15 4245 


Pentru parametrul a s-a obținut o valoare foarte mică, adică mai mică decit ervareă absolută 
0,01 s care se comite prin misurarea perioadei 7, de aceea putem 'conbidora a == 0. 
Deei 


T = 0,197 m. 


Ştim că pentru perioada pendulului elastie avem formula 


7 aaa 


asiunile, trebuie să luăm masa m în kg, iar k în N/ma 


tu această formulă, pentru a păstra di 


a 


Deci, 


1,003 N/m. 
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Deoarece măriwnile măsurate, masa m şi perioada 7 sint date numai cu două, respectiv 
mei cifre, trebuie să scriem : 
Li 1 Nm. 
.2. Știind că pentru spaţiul maxim, pareurs de un corp pe plan orizontal, cu viteza i! 
ială na avem formula : 


2a 2u9 

Să se calculeze coeficientul de frecare ş pe baza datelor din tabelul P.34 (problema 5.5), folo- 

sind metoda grafică (fig. P.3.5). 
R. Putem considera punctul pe 


(D 


4 m/s pentru care spaţiul se = 4 m. Deoarece dreupla 


din fiura P.3.5 trece prin originea coordonatelor, rezultă dependenţa 
s= s-a 
ș 1 
s= = (mis) 
m 6 4 
1 
LL (mina = 2 mist 

za a FII 

1 m 

ps Doua. 


[i 


4.3. Măsurările privind dependența cosficientului do frecare, intr-un lagăr de mașină, 
de temperotură au condus la datele din tabelul P-A.l. 


Tabelul Pr 


A) 60 70 so vo 100 110 120 


u 0,0148 | 0,0124 | 0,0102 | 00085 | 0,0074 | 0,0050 0,0051 


Se cere sii se stabilească formula care indică dependența coeficientului de frecare, de tempe= 
ratura £ 
R. Dacă se reprezintă grafie 

în pu = [ec), 
se obține o linie dreaptă 

muza bl. 
Pe baza datelor din tabelul P.4.5 se obține : 

a = 0,043 şi b= — 0,018. 

Cu aceste date 


u = ae! = D,DAge-miie, 


| UV) 100 | 200 300 400 500 600 | 


|» 59-10 | 81-10 10,3-10% 118-100 13,310 maao | 


Fig. P. 41. 


Se cere ea, pe baza datelor din acest tabel, să se calculeze sarcina specifică a elcetronului. 
R. Din figura P.4.1 rezultă că viteza v a electronilor depinde liniar de VUG. 


v= NU. 


Putem calcula valorile pentru P folosind perechile de punete experimentale : 


0,310 

a AMIA0 — si op-100 
V3ou 

me EEE. poata 


II) 
133-100 
so 
14.5 10* 
adi 
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Caz. 
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4.3. Măsurindu-se numărul dezintegrărilor, pe minut, ale unci surse radioactive de fosfar 
—32 se obtin datele din tabelul P.4.3. 


Tabelul P.4.3 


ra E. so | 00 | a00 | s00 | zoo 


N (dezint minut) | 10 vo4so | s1870 | 6oavo | 54720 | 44740 


Să se calculeze constanta dezintegrării radioactive A și timpul de Imjumătăţire 7 pentru 
fosfor —s0, 
R. In tabelul P-4-4 se indică dependenţa de timp a valorii In N. 


Tabelul P.4-4 


a) o 50 100 200 300 100 


In N 11,513 11,413 11313 11,110 10,910 10,709 


Din figura P.4.2 vedem că în N depinde liniar de timpul + 


îm = în Ne A 
Desi 


in Ne — In N 
[i 


a= 


Fig. P. 4.2. 
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obţinem cinci valori pentru 2 


m DL 3-10; a aa = PAPE — 2013-12; 
E 200 
a = D804 — 2.01-10-2 


2,007-10-2 1. 


-102 = 343,8 


sau 


14,4 zile. 


METODE ŞI MIJLOACE DE MĂSURARE 


în capitolul 1 am arătat că prin măsurarea unei măriini fizice ourecare 
înţelegem compararea mărimii respective cu o altă mărime de aceeași natură 
cu prima. adoptată ca unitate de măsură. Cu ajutorul măsurărilor putem 
stabili valorile diferitelor mărimi fizice precum şi legile ce guvernează diferite 
fenomene. Aşa de exemplu legea lui Coulomb, legea lui Ohm, legea Boyle- 
Mariotte ete., au fost obținute în urma efectuării unui număr de experimente 
coresp unzătoare. 

Orice activitate experimentală constă din două etape succesive şi anume : 

— obţinerea rezultatelor experimentale ; 

- prelucrarea datelor obținute experimenta 

Aceste două ctape sînt absolut necesare, deoarece așa cum vom vedi 
mai jos orice măsurare este afectată de erori experimentale şi din punet de 
vedere practic este important să ştim nu numai valoarea unei mărimi fizice 
obținută într-un experiment oarecare, ci şi eroarea în valoarea respectivă, 
adică între ce limite poate fi cuprinsă această valoare. 


Fizica, fiind, prin conţinutul său o ştiinţă experimentală, rezultatele 
obţinute în procese de măsurare au un rol fundamental în stabilirea ideilor 
de bază ale fizicii. Prin realizarea unui experiment de lizic 
bilitatea atingerii mai multor obiective, printre care : 


se asigură posi- 


_— observarea directă a unor fenomene lizice ; 


_ familiarizarea cu aparatele folosite. Cunoaşterea principiilor de func- 
ționare a aparatelor şi înțelegerea posibilităţilor de utilizare ale acestora 
în diferite experimente, reprezintă elemente esenţiale în pregătirea unui expe- 
rimentator ; 

— însuşirea diferitelor metodologii de realizare a experimentelor. Este 
necesar să se realizeze o astiel de instalaţie experimentală încît mă 


să poată fi efectuate cu o precizie optimă, fiind posibilă înlăturarea sau cel 
puțin cunoașterea diferiților factori ce pot influenţa rezultatele măsurării 
respective. 

Înaintea efectuării unui experiment este necesar să ne asigurăm că 
instalația realizată lucrează în regim tehnic corespunzător. În acest sens 
se măsoară unele caracteristici la probe cu proprietăţi cunoscute, De exem- 
plu dacă dorim să măsurăm coeficientul termic de variaţie a rezistivităţii 
pentru o substanţă nou obţinută va trebui mai întii să ne asigurăm că prin 
măsurările efectuate în cazul unui material cunoscut obţinem valoarea coefi- 
cientului termie de variaţie a rezistivităţii, dată în tabele. 

Aşa cum am văzut în capitolul 2 precizia rezultatelor obținute este 
determinată de precizia măsurării mărimilor ce intră în calcul şi nu de pre- 
cizia efectuării calculelor. 

Aceasta impune o atentă evaluare a preciziei datelor primare (obținute 
direct din experiment) şi aprecierea cilrelor semnificative corecte ce pot fi 
obţinute prin caleul. 


5.1. METODE DE MASURARE 


Scopul oricărei măsurări este determinarea, cu o precizie cit mai mare, 
a valorii mărimii măsurate. De obicei, mărimea fizică măsurată, se numeşte 
măsurand. 

În aprecierea corectitudinii unei măsurări trebui 
o serie de factori cum ar fi: 

— metodele de măsurare adoptate ; 

— mijloacele de măsurare utilizate ; 

- condițiile în care se efectuează măsurarea, precum şi 

— pregătirea profesională, aptitudinile şi atenţia experimentatorului. 

Procedeele raţionale de executare a operaţiilor de măsurare reprezintă 
metodele de măsurare. “Toate metodele de măsurare se bazează pe un feno- 
men fizic care determină principiul de măsurare. De exemplu, măsurarea 
forţelor cu dinamometrele, resorturi elastice prevăzute cu rigle pentru măsu- 
rarea alungirilor, se bazează pe faptul că alungirea arcului este proporţională 
cu forţa aplicată. De asemenea dilatarea corpurilor este un fenomen fizic 
care poate constitui unul din principiile de măsurare a temperaturii. "Trebuie 
însă subliniat că pe lîngă stabilirea fenomenului fizic, pe baza căruia pot fi 
efectuate unele măsurări, este necesar să se stabilească corpul sau materialul 
care corespunde, cel mai bine, cerințelor impuse de condiţiile măsurării. 
De exemplu, dintre termometrele de sticlă cu lichid cele mai răspindite sint 
termometrele cu mercur. Aceasta deoarece mercurul prezintă unele calităţi 
deosebite ca: 

— nu udă sticla; 

— se obţine uşor sub formă pură, din punct de vedere chimic ; 


să ținem seama de 
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— rămîne în stare lichidă, la presiunea normală, într-un interval larg 
de temperatură (de la —38,6 la + 356,70); 

— coeficientul de dilataţie termică variază foarte puţin cu temperatura 
ccea ce permite ca scara termometrului să rămină aproape liniară pînă la 
2002 


— căldura specitică a mercurului este relativ mică (138 J/kg grad, 
faţă de 2510 J/kg grad pentru spirt şi 4 180 J/kg grad pentru apă). Din 
această cauză inerția termometrelor cu mercur este mică. 

Metodele de măsurare pot fi clasificate după mai multe criterii. Din 
punct de vedere al modului de obţinere a valorii măsurate, deosebim : 

— metode de măsurare directă; 

— metode de măsurare indirectă ; 

— metode de măsurare combinată. 

a) Metoda de măsurare directă reprezintă metoda de măsurare prin care 
valoarea măsurată a unei mărimi fizice se obţine direct, fără a mai [i nevoie 
de calcule suplimentare, bazate pe dependența funcţională a mărimii măsu- 
rate de alte mărimi fizice. De exemplu, măsurarea temperaturii cu ajutorul 
unui termometru este o metodă de măsurare directă, De asemenea, prin 
utilizarea unui aparat de măsură ca voltmetru, ampermetru etc. se efectuează 
măsurări directe. 

In cazul măsurărilor directe se folosesc relaţii de forma : 


Nou, (5.1) 


z 


unde z este valoarea măsurată a mărimii fizice, N este numărul de diviziuni 
pe scala aparatului folosit, iar u este valoarea unei diviziuni. Dacă măsurăm, 
de exemplu, rezistența unui rezistor, cu ajutorul unui ohmmetru care are 
100 de diviziuni, iar întreaga scală corespunde la 1 kO, rezultă că: 


tr ta 100400 
100 


În cazul cînd acul ohmmetrului indică N 25 de diviziuni înseamnă 
că rezistorul măsurat are rezistența = R 25-10 250 9. 

b) Meloda de măsurare indirectă reprezintă metoda de măsurare prin 
care se determină valoarea unei mărimi fizice pe baza măsurărilor efectuate 
prin metoda de măsurare directă asupra altor mărimi fizice, care sînt legate 
de mărimea de măsurat printr-o 'relație cunoscută. Deci în cazul utilizării 
metodelor de măsurare indirectă, mărimea fizică ce ne interesează se obține 
în urma măsurării concomitente, prin metoda de măsurare directă, a două 
sau mai multe mărimi fizice. Dacă vrem să măsurăm valoarea unei mărimi 
fizice Z atunce 


Z — Nu Nacu ua...) (5-2) 


unde N,, Ne... sînt rezultatele măsurărilor directe, iar u,, ua... reprezintă 
valorile unei diviziuni pentru aparatele utilizate. De exemplu, rezistența R 
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a unui rezistor poate fi măsurată şi prin măsurarea directă a tensiunii U şi a 
intensității Ţ a curentului electric prin rezistor, utilizind un ampermstru, 
un voltmetru de tensiune electromotoare. În acest caz funcţia f 
din relaţia (5.2) reprezintă legea lui Ohm. 

c) Metodele de măsurare combinale sînt metodele prin care, determinarea 
valorii unei mărimi fizice, se face printr-o serie de măsurări ale aceleiaşi 
mărimi fizice sau ale cîtorva mărimi fizice de aceeași natură. Măsurările se 
deosebesc între ele prin faptul că se execută în alte condiţii sau în altă com- 
binaţie a mărimilor în cauză, valoarea mărimii fizice măsurate obţinîndu- 
prin rezolvarea unor ecuaţii 

De exemplu, putem obține densitatea unui corp solid, de volum V necu- 
noscut, dacă măsurăm greutatea corpului, aflat odată în aer, iar altă dată 
în apă. Fie G, greutatea corpului cînd acesta se află în aer, iar G, greutatea 
aceluiași corp cînd se află în apă. Neglijînd densitatea aerului și notind cu e 
densitatea corpului, iar cu pa densitatea apei, avem : 


Veg =G, 
Vip — Pa)y = Ga 
de unde 
8: = pp E 
P—Pa G: 
sau 
2 & Ge (5.3) 


Deci în acest caz se măsoară aceeași mărime fizică şi anume greutatea 
corpului, dar în condiţii diferite. Densitatea p a corpului se obține prin rezol- 
varea ecuaţiilor care reflectă condiţiile fiecărei măsurări. 

Metodele de măsurare directă se împart la rîndul lor în: 

— melode de măsurare prin comparare care se bazează pe compararea 
valorii mărimii fizice ce urmează a fi măsurată cu o valoare cunoscută a 
unei mărimi fizice de aceeaşi natură cu măsurandul. De exemplu, măsurarea 
volumului unui lichid cu o măsură de capacitate ; 

— metode de măsurare prin substiluție reprezintă metodele de măsurare 
în care după stabilirea efectului produs de măsurand (de exemplu devierea 
care să producă același efect. Aceste metode pot fi utilizate, de exemplu, la 
măsurarea rezistenţei electrice a unui rezistor. Dacă se stabileşte indicaţia 
aparatului de măsură, cînd în circuit se află rezistorul de măsurat, se înlo- 
cuieşte rezistorul de măsurat cu un alt rezistor, cu o rezistenţă de valoare 
cunoscută, dar astfel aleasă încît să se obțină aceeaşi deviere a acului indi- 
cator al aparatului de măsură ; 
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— metode de măsurare diferenţiale, prin care se compară mărimea fizică 
de măsurat cu o altă mărime fizică de aceeași natură, de valoare cunoscută 
şi care diferă puțin de valoarea mărimii fizice de măsurat, măsurîndu-se 
diferenţa valorilor celor două mărimi fizice. De obicei, aceste metode de 
măsurare, se utilizează la verificarea măsurilor de lungime etalon cu ajutorul 
comparatoarelor ; 

— melode de măsurare de zero (sau de echilibru). reprezintă metodele 
de măsurare în care diferența între valoarea mărimii de măsurat și valoarea 
mărimii fizice cunoscute, cu care se compară valoarea măsurandului, se 
reduce la zero. Ca exemple de metode de măsurare de zero, amintim 

— întărirea cu ajutorul unor balanţe cu braţe egale, cînd poziţia finală 
de echilibru a balanței este aceeaşi cu poziţia 1ă, cu platanele libere; 

— măsurarea rezistenţelor electrice au ajutorul unei punți Wheatstone ; 

— metode de măsurare prin coincidență, reprezintă metodele de măsurare 
în care un şir de gradaţii sau semnale uniforme şi determinate se compară 
cu un alt şir de gradaţii sau semnale de același fel, observîndu-se coincidența 
lor, pe baza căreia se află valoarea mărimii de măsurat. Ca exemplu, de mă- 
surare prin coincidenţă amintim măsurarea timpului cu ajutorul semnalelor 
orare. Dacă dorim să stabilim modul în care funcționează ceasul de care 
dispunem, verificăm dacă indicaţiile ceasului coincid cu semnalele transmise 
la radio ete. 

— metode de măsurare prin transpoziție, sint metode de măsurare în 
care se determină iniţial mărimea de măsurat A, obținîndu-se pentru aceasta 
valoarea z, prin comparare cu altă mărime fizică B, de aceeaşi natură cu 
măsurandul. După aceasta se schimbă locul mărimilor A și B alegindu-se 
o asttel de valoare x, a mărimii B încît să fie echilibrată valoarea măsuran- 
dului A, iar valoarea mărimii măsurate este 2 = (u22)!/a+ 

Metoda de măsurare prin transpoziţie se utilizează pentru a determina 
masa M a unui corp şi este cunoscută sub numele de metoda de cîntărire 
Gauss (sau metoda dublei cîntăriri). Notind cu 1, şi la lungimile braţelor 
unei balanţe obţinem : 


Mal, = Mala 
şi 
M9l = Mgla, 
de unde 
M_M 
MM 
sau 
M = (4M)* 6.4 


unde M, şi M reprezintă masele corpurilor care echilibrează greutatea Mg 
a corpului de măsurat, în cele două experiențe de cîntărire. 
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Alegerea. uneia sau alteia din metodele de măsurare indicate depinde 
de mai mulţi factori, printre care amintim : : 

— valoarea mărimii de măsurat, 

— precizia necesară, 

— timpul necesar pentru efectuarea măsurării, 

— condiţiile în care se efectuează măsurarea şi aparatura de care dis- 
punem etc. 


5.2. MIJLOACE DE MĂSURARE 


Mijloacele de măsurare reprezintă acele mijloace cu ajutorul cărora se 
pot determina valorile mărimilor de măsurat. În schemele de principiu, 
care indică diferite măsurări, mijloacele de măsurare se reprezintă printr-un 
dreptunghi. Mărimea de măsurat constituind un semnal de intrare, iar va- 
loarea obținută prin măsurare, semnalul de ieşire (fig. 5.1). 

Mijloacele de măsurare fiind în număr mare și foarte variate, acestea 
sînt clasificate după mai multe criterii. Criteriile după care pot fi clasificate 
mijloacele de măsurare pot fi: 

— complexitate ; 

— sarcinile (rolurile) mijloacelor de măsurare în cadrul unei instalaţii 

— forma semnalelor de intrare și de ieșire; 

— din punct de vedere metrologic. 

5.2.1. Clasificarea mijloacelor de măsurare după complexitate. 

Din punctul de vedere al complexităţii mijloacelor de măsurare se îm- 
part în: 

a) măsuri ; 

b) aparate de măsurat; 

c) instalaţii de măsurare. 

Vom indica unele caracteristici ale acestor grupări ale mijloacelor de 
măsurare. 

a) Măsuri. Măsurile sînt cele mai simple mijloace de măsurare care 
concretizează unităţile de măsură ale mărimilor fizice, 

În operaţiile de măsurare unele măsuri se utilizează independent, iar 
altele cu ajutorul unui aparat de măsurat. Astfel măsurile de capacitate 
sau riglele de măsurat se utilizează independent iar greutăţile (măsuri de 
masă) se pot utiliza numai cu aju- 
torul aparatului de măsurat, care 


Marime de valoare, 
x, —M&surat „| măsurată „în cazul de faţă este balanţa. 
Semnal de”| măsurat Semnal at Xe A 
intrare pă Putem avea măsuri cu valoare 


unică şi măsuri cu valori multiple. 


Fig. 54. ) 
De exemplu, măsuri care indică 
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un kilogram, un litru etc. sint măsuri cu valoare unică, iar măsuri ca riglele 
gradate sînt măsuri cu valori multiple. 
Caracteristica măsurilor constă în faptul, că acestea nu posedă nici un 
element care poate fi deplasat în timpul efectuării măsură. 
De multe ori un grup de măsuri, pentru aceea 
în serii sau truse de m 
unor cîntăriri ete. 


mărime fizică se asociază 
uri. Astfel avem truse de greutăţi pentru efectuarea 


b) Aparate de măsurat. Prin aparate de măsurat înţelegem mijloacele 
de măsurare care, conținînd cel puţin o măsură, se utilizează la compararea 
directă sau indirectă a mărimii de măsurat ca unitatea de măsură. Din pune- 
tul de vedere al modului de măsurare, putem av 

— aparate cu cilire directă, care indică direct valoarea mărimii măsurate. 
De exemplu, dacă se măsoară intensitatea curentului electric cu ajutorul 
unui ampermetru, se citește direct valoarea intensității curentului ; 

— aparate de comparare reprezintă aparatele care indică egalitatea 
valorii mărimii fizice măsurate, cu o valoare cunoscută a unei mărimi lizice 
de aceeași natură cu măsurandul. De exemplu balanța simplă, cu braţe egale, 
este un aparat de măsurat, de comparare. De asemenea, cînd se măsoară 
rezistența unui rezistor jutorul unei punți, indicaţia de zero a galvano- 
metrului arată că rezistența măsurată este egală cu o altă rezistență de va- 
loare cunoscută ; 

— aparate. diferenţiale, care se utilize 
renţe între valoarea mi 


a 


pentru măsurarea unei dife- 
mii de măsurat și valoarea cunoscută a unei mărimi 
de aceeaşi natură cu măsurandul. De exemplu, un manometru cu lichid 
(de obicei mercur), în formă de U. O ramură în U comunică cu atmosfera, 
iar cealaltă ramură comunică cu un gaz la presiunea p. Dacă po este pre- 
siunea atmosferică, iar h este diferența de nivel a lichidului din cele două 
ramuri ale manometrului, atunci 


p — Po 
Deci manometrul cu lichid poate [i considerat, un aparat de măsurat dife- 
N 

Din punct de vedere al modului de obţiner 
surat, aparatele de măsurat se impart în : 

— aparate indicatoare, la care valoarea mărimii de r 
printr-o simplă indicaţ 
respectivă ; 

— aparate înregistraloare, care înregistrează indii 
obţinute prin efectuarea unei măsurări ; 

— aparate integratoare, care determină valoarea unei mărimi fizice 
printr-o metodă de integrare (sumare) succesivă. De exemplu, controlul de 
energie electrică este un aparat integrator, deoarece indică rezultatul obținut 
prin sumarea succesivă a valorilor energiei clectrice consumate, într-o pe- 
vioadă de timp, de către consumator. 


eg. (5.5) 


a valorii mărimii de mă- 


urat este dată 
fără să se imprime sau să se întregistreze indicaţia 


caţiile sau informaţiile 


9 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 129 


c) Instalaţii de măsurare. O insta- 


PS laţie de măsurare reprezintă un mijloc de 


măsurare constituit din mai multe mă 


su aparate “de măsurat, situate în 
fluxul semnalului de intrare. De aseme- 
nea, instalațiile de măsurare cuprind şi 
dispozilive auziliare de măsurare, care nu 
sînt situate în fluxul semnalului de in- 
trare, dar pot servi la : 

— menţinerea valorilor unor parametri exteriori între limite stabilite; 

— uşurarea efectuării operaţiilor de măsurare ; 

— schimbarea domeniului de măsurare a unui aparat de măsurat. 

Ca exemplu de dispozitive auxiliare de măsurare, putem aminti, termo- 
statul care serveşte pentru menţinerea unei temperaturi constante, în timpul 
măsurării, lupa, care ușurează citirea indicaţiilor aparatelor de măsurat sau 
nivel cu bulă de aer, care serveşte pentru asigurarea poziţiei de lucru unui 
aparat ete. 

În figura 5.2 se indică instalaţia de măsurare utilizată pentru măsurarea 
randamentului unui fierbător electric, vas în care apa poate fi încălzită, prin 
absorbţia căldurii degajate de rezistenţa HR, montată în pereţii vasului. Dacă 


în timpul / apa îşi ridică temperatura de la 0, la 0, atunci: 


Fig. 5.2. 


O __me(0z — 0) _ me(0z —05), (6.0) 
Q. RI*L Ur 
unde 
m este masa apei din vas; 
e = căldura specifică a apei. 


î de la sursa de tensiune electromotoare LE. 
mpermetrul „A şi termo- 


Rezistenţa PR este alimenta 

Se utilizează trei aparate de măsură voltmetrul V, 
metrul 7. Ca dispozitive auxiliare de măsurare sint : 
cronometrul cu care se măsoară limpul 

— stativul S necesar pentru fixarea termometrului 

— întrerupătorul IK ete. iu 
5.2.2. Clasificarea mijloae 
cinite lor în cadrul unei instalaţii de măsurare. Pentru 
înţelegerea clasificării mijloacelor de măsurat, după rolul 
acestora în cadrul unei instalații de măsurare, vom con- 


lor de măsurat după sar 


sidera instalaţia de măsurare a temperaturii cu ajutorul 


termometrului cu rezistenţă. În figura 5.3 se indică ter- 
mometrul cu rezistenţă și simbolul acestui termometru 
cu instalaţiile de măsurare. Dacă la temperatura 1 -=0C, 
rezistenţa firului metalic este R atunci la temperatura (, 
rezistența R este : 


R 


RA + a). 
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Fig. 5.4. 


Se folosese metale ca Pt pentru care & = 0,385-10-2 grd-1 și Ni cu 
a = 0,617-10-2 rd. 

Instalaţia de măsurare a temperaturii cu ajutorul termometrului cu 
rezistență este indicată în figura 5.4. 

“Termometrul de rezistență este montat în unul din braţele punţii utili- 
zate. Dacă iniţial sistemul, rezistențele Rac Rea, Rua $i termometrul, se 
află la temperatura fi, care de regulă este temperatura camerei atunci rezis: 
tenţa termometrului este 


Ru = RAI + ah). 
Din figura 5.4. rezultă : 
I(Ri + Ra) = U, 
Ia(Rua + Rea) = U 
sau 


U 
ARID a e 
Roa + Rea 


“Tensiunea de la ieșire U, este: 


R Bă 
= IR — Ru = U i 
seg ei ( RP Rae Rua t Rea 
iu (BE + Ri Rea — RR — Ructaa) Rara — RacRia _. (5.7) 
(Rt RaDRoea Rea) (RU RADAR + Rao) 


Alegînd rezistenţele 
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şi 
Roa = Ra = R, obţinem 


u RR — RR 


U, 
2R2R 


Dacă termometrul se află la temperatura (+, atunci rezistenţa termo- 
metrului este 


RR -- alz), 


iar tensiunea U, va fi: 


Um U (Ri — RDR _U Ra — RU Roadla —l) 
E RR A Ra 4 R, 


(5.8) 


Am înlocuit la numitor R; prin R,, deoarece da 
AR<R, AR&<R. a 
Vedem că tensiunea U, este proporțională cu diferenţa de, temperatură 
(fa — Bi). Cu ajutorul ampliticatorului A se amplifică tensiunea U, pentru 
a putea fi măsurată cu voltmetrul V, gradat direct în * 

Din punctul de vedere al rolului aparatelor de măsurat în cadrul unei 
instalaţii avem : 

a) Caplorul care este un aparat de măsurat care captează mărimea 
de măsurat la intrare şi emite la ieşire un semnal de măsurare, corespun- 
zător. De exemplu în schema din figura 5.4 termometrul cu rezistenţă, repre- 
zintă cuptorul. 

b) Adaptorul este un aparat de măsurat dintr-o instalaţie situat între 
captor şi emiţător, avind diferite funcţii în instalaţia de măsurare, ca de 
exemplu puntea de măsurat și amplificatorul în instalaţia din figura 5.4. 

c) Emiţătorul este un aparat de măsurat care livrează valoarea măsu- 
rată a mărimii de măsurat. 

De multe ori emițătorul este prevăzut cu dispozitive care furnizează 
intormaţii suplimentare la valoarea măsurată. Astfel avem aparate de semna- 
lizare, emiţător de semnal limi semnalizator cu valoare limită ete. 

Emiţătoarele pot fi directe şi indirecte. 

Bmiţălorul direct furnizează valoarea măsurată într-o formă direct .inte- 
ligibilă pentru observator. 

Dintre emiţătoarele directe cele mai utilizate amintim indicatoarele, 
inseriptoarele şi numărătoarele. 


Ra — R, = AR atunci 


Indicatorul este un emiţător direct care permite citirea directă a valorii 
măsurate. Indicatorul analog furnizează valoarea măsurată cu ajutorul unui 
indicator pe o scală (exemplu aparatele cu indicator). Indicatorul digital 
furnizează valoarea măsurată în formă de numere, adică în valori discrete 
ale indicaţici. 
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Inregistratorul reprezintă un emiţător direct care înscrie valoarea măsu- 
rată — de cele mai multe ori proporțională cu timpul — pe o bandă mobilă, 
pe o diagramă ete. 

Numărătorul este un emiţător direct care livrează valoarea mărimii 
măsurate, ca sumă 'sau integrală în timp, într-o formă directă şi vizibilă. 

Emiţătorul indirect furnizează valoarea mărimii măsurate într-o formă 
care poate fi: recunoscută numai cu dispozitive sau cu cunoștințe speciale. 
De exemplu dacă în cazul schemei din figura 5.4 scala voltmetrului V este 
gradată în” volţi, pentru aflarea variaţiei temperaturii (14 — (1), este necesar 
să cunoaştem formula (5-8) ntră în această formulă 
ca Us ete. 

“Trebuie subliniat că aparatele cu rol de adaptor (puntea de măsurat și 
amplificatorul, fig. 5.4) utilizează energie exterioară pentru a putea func- 
ţiona normal. Sursele de energie exterioară constituie, de foarte multe ori; 
surse perturbatoare pentru semnalul de intrare. Aceasta conduce la faptul 
că mărimea măsurată nu corespunde fidel mărimii de măsurat, ci doar o 
valoare aproximativă, care trebuie prelucrată şi corectată după anumite legi. 


milor ce 


valo! 


5.2.5. Clasiliearea mijloacelor de măsurare după forma semnalului, Din 
punctul de vedere al formei semnalului mijloacele de măsurare se împart 
în două grupe: traductoare şi convertizoare. 

Traductorul de măsurare reprezintă un mijloc de măsurare care este 
utilizat în scopul transformării mărimii de măsurat într-o altă mărime de- 
pendentă: de 'semnalul de intrare. De exemplu, termometrul cu rezistență 
poate fi considerat un traductor de măsurare deoarece transformă semnalul 
de intrare — temperatură în “C — în semnalul de ieşire — rezistența R în O. 
De asemenea termocuplul este tot un traductor de măsurare. În sistemele 
de reglare automată a diverselor procese tehnologice, traductoarele de măsu- 
rare prezintă o deosebită importanţă. 

Convertizorul este un aparat de măsurare la care semnalul de intrare 
diferă structural de semnalul de ieşire. Putem avea convertizorul analog-di- 
gital, care transformă semnalul de intrare analog în semnal de ieşire digital 
sau convertizorul digital-analog, care transformă un semnal de intrare digital 
într-un semnal de ieșire analog. 


5.2.4. Elemente de indicație ale mijloacelor de măsurare. Aşa cum am 
mai arătat, func 


marea oricărui mijloc de măsurare se bazează pe aplicarea 
unui fenomen fizic, care constituie principiul de măsurare, denumit și prin- 
cipiul de funcţionare al mijlocului de măsurare respectiv. De exemplu, func- 
ţionarea unui galvanometru se bazează pe funcţionarea dintre cimpul mag- 
netic al unui magnet permanent şi cimpul magnetic al unui curent electric. 
Această interacţiune are ca efect rotirea unui sistem mobil, în funcţie de 


intensitatea curentului electric. Nu ne vom ocupa de elementele constructive 
ale mijloacelor de măsurare, care sint foarte diferite, depinzind de principiul 
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de elementele care permit citirea rezulta- 
„ cu“ajutorul unui aparat de 


zat, ci numa 


de tuncționare util 
tului obținut în urma efectuării unei măsuri 
măsurare cu citire directă 

Rezultatul unei măsurări se consideră indicația mijlocului de măsurare 
at, indicație care este dată de un element mobil: ce se poate deplasa 
ituie scara gradată. 


util 
în dreptul unei serii de repere numerotate care con: 
Deci primul element de citire al unui mijloc de măsurare este scara gradată : 

a) Scara gradată — reprezintă totalitatea reperelor disptise de-a lungul 
unei linii drepte sau curbe, care corespund unui șir de valori suecesive ale 
mărimii de măsurat. Alte elemente de citire sin 

D) Reperele sînt semnele, de regulă trăsături, care limitează diviziunile 
scării gradate respective. Reperele pot corespunde uneia sau mai multor 
valori determinate ale mărimii de măsurat. Dacă scara gradată se utilizează 
pentru un singur interval de măsurare a unei mărimi fizice, reperele cores- 
pund unei valori determinate ale mărimii respective. În cazul în care aceeaşi 
scară gradată se utilizează pentru mai multe intervale de măsurare ale unei 
mărimi fizice, reperele corespund mai multor valori determinate ale mărimii 
măsurate, 

c) Diviziunea este intervalul dintre axele a două repere: consecutive ale 
scării gradate. 

d) Valoarea diviziunii reprezintă valoarea exprimată în unităţi ale mă- 
rimii de măsurat, corespunzătoare unei diviziuni. 

e) Baza scării gradate este linia (de obicei neindicată) care trece prin 
mijlocul reperelor celor mai scurte ale unei scări gradate (liniile discontinui 
fig. 5.5). 

1) Lungimea diviziunii reprezintă lungimea rectilinie sau curbilinie (în 
funcţie de forma bazei scării), măsurată în lungul bazei scării, între axele 
două repere consecutive. 

8) Cifrarea (sau numerolarea) reprezintă ansamblul numerelor înscrise 
în dreptul reperelor de pe scara gradată. 

h) Indicele este partea dispozitivului de indicare (ca de exemplu ac 
indicator (fig. 5.6) spot luminos, suprafața de lichid etc.) în dreptul căreia 
se face citirea pe scara gradată. 

i) Cadranul este suprafața fixă sau mobilă pe care se află una sau mai 
multe scări gradate. Cadranul poate fi plan, cilindric sau tronconic. Cadra- 
nele. cilindrice şi tronconice se mai numesc şi fambure gradate. 

î) Limitele scării gradate reprezintă va- 
lorile maxime şi minime corespunzătoare 
reperelor extreme ale unei scări gradate. 
Deosebim următoarele tipuri de scări gra- 
date, în funcţie de poziţia reperului zero 
faţă de limitele scării gradate. 
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Scară gradată unilaterală, cind 


una dintre limitele s 
zero, 

Scară gradată bilaterală la care 
reperul zero este între limitele scării 
gradate, şi 

Scară gradată cu zero decalal la 
care reperul zero este exterior limite- 
lor scării gradate. 

În tuncţie de valorile diviziunilor, 
scările gradate se împart în: 

k) Scări gradate liniare pentru 
care, distanţa între două repere suc- 
cesive (lungimea diviziunii) este propor- 
ţională cu valoarea diviziunii respective. 

Scările uniforme la care diviziunile au aceeaşi lungime şi aceeaşi valoare 
pe toată scara gradată, sînt un caz particular al scă i 

1) Scări gradate neliniare, la care lungimile diviziunilor nu sînt propor- 
ţionale cu valorile acestor diviziuni. Ca exemplu de scări gradate neliniare 
putem avea scările neliniare pătratice, logaritmice ete. 


gradate este 


5.2.5. Noţiuni metrologice privind indicaţiile mijloacelor de măsurare. 
În procesul de măsurare a unei mărimi fizice, se utilizează măsuri, aparate 
sau instalații de miisurare. Este evident că se impune ca termenii folosiţi, în 
diferite tipuri de măsurări, să fie definiţi în mod univoc. Utilizarea, în mod 
greșit, a unor termeni, folosiţi pentru desemnarea elementelor principale care 
participă la obținerea valorii mărimii de măsurat sau care aparţin măsurilor 
sau aparatelor de măsurat, poate conduce la concluzii eronate pe cei care 
utilizează în scopuri practice rezultatelor măsurărilor. 

Vom defini, în acest sens, unii termeni metrologi 
în toate domeniile de măsurare. 


a) Valoarea nominală a unei măsuri este valoarea înscrisă pe măsură 
şi se determină cu ajutorul mijloacelor de măsurat etalon. Deoarece se întil- 
nesc măsuri cu valoare unică şi măsuri cu valori multiple avem: 

Valoarea nominală totală a unei măsuri care reprezintă valoarea totală a 
mărimii reproduse de măsură, fiind înscrisă pe măsura respectivă. De exem- 
plu în cazul unei rigle gradate cu lungimea de 30 cm, lungimea cuprinsă 
între reperele zero şi 30 cm, reprezintă valoarea nominală totală a riglei. 

Valoarea nominală parțială a unei măsuri este valoarea mărimii parţiale 
reprodusă de măsură şi înscrisă pe această măsură. De exemplu fiecare lun- 
gime delimitată de pe reperul zero și un reper oarecare, cu excepţia reperului 
zero al riglei gradate, reprezintă o valoare nominală parţială a lungimii riglei. 


b) Citire este numărul citit la măsurare pe scara gradată, 
indicelui. 


în dreptul 
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c) Constanta unui apara! de măsurat reprezintă raportul dintre valoarea 
mărimii de măsurat şi citire. De obicei constanta aparatului de măsurăt se 
scrie pe cadranul aparatului sub forma : X 1, X 10, X 100 ete. 

d) Indicaţia unui aparat de măsurat reprezintă valoarea mărimii măsurate 
rezultată din înmulțirea citirii cu constanta aparatului respectiv. 

e) Valoarea nominală a unei diviziuni a scării gradate, este valoarea în- 
pe scara gradată a aparatului de măsurat. 

1) Limita superioară de măsurare a unui mijloc de măsurare oarecare 
este valoarea mărimii de măsurat peste care rezultatele măsurărilor” pot fi 
afectate de erori de măsurare mai mari decit limita superioară a erorii tole- 
rate a mijlocului de măsurare respectiv. 

8) Limila inferioară de măsurare a unui mijloc de măsurare este valoarea 
mărimii de măsurat sub care rezultatele măsurărilor pot fi afectate de o 
eroare superioară erorii tolerate a acestui mijloc de măsurare. 

h) Domeniul de măsurare a unui mijloc de măsurare este diferența între 
limita superioară şi cea inferioară de măsurare. 

i) Valoarea efectivă a unei măsuri, respectiv valoarea efectivă a diviziunii 
unei scări gradate este valoarea acelei măsuri, respectiv a acelei diviziuni 
determinate cu ajutorul mijloacelor de măsurare etalon. 

Î) Valoarea efeclivă a unei mărimi de măsurat este valoarea măsuran- 
i respectiv, obținută cu ajutorul mijloacelor de măsurare etalon. 

k) Valoarea individuală a unei mărimi este valoarea obţinută pentru 
mărimea respectivă printr-o singură operaţie de măsurare. În măsurări teh- 
nice, de obicei, rezultatul măsurării exprimă valoarea individuală a mărimii 
indicate. Trebuie subliniat că valoarea individuală a unei măsurări nu este 
valoarea obţinută direct prin efectuarea măsurării, ci valoarea care rezultă 
în urma introducerii unor corecţii legate de erorile sistematice ale mijloa- 
celor de măsurare utilizate. 

1) Valoarea adevărată a unei mărimi (valoarea măsurandului, simbol 9) 
este valoarea riguros exactă, neafectată de erori, a unei mărimi. Deoarece 
erorile de măsurare nu pot fi evitate în totalitate, stabilirea valorii adevă- 
rate a unei mărimi este principial imposibilă. 


scris: 


dulu 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


5.1. Pentru măsurarea rezistenţei R, a unui rezistor se utilizează puntea cu fir (fig. P.5.1). 
Valoarea rezistenţei cunoscute R este dată cu o eroare relativă procentuală de 1%. Pentru 
Valoarea R= 10 Q se obţin rezultatele 1, = (618 «+ 2) mm, [= [+ 1,= 1200 mm. Erorile 
ce afectează lungimea totală [ a firului se neglijează. 

Se cere: 

a) Să se calculeze valoarea rezistenţei R.. 

3) Eroarea absolută, eroarea relativă și precizia de măsurare a rezistenței Ra. 
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IA 


Fig. P. Sa. 


e) Să se discute dependența crarii relative BR, de valoarea [, și să se indice modul de 
măsurare astfel îneit eroarea relativă 37, să fie minimă. 
R: 


9 Ru na 1002 a; 


AR, R 
p AR AR 4, 
Re R Li 
Druta 
BR, = 


Ra = (10,0 + 0,2) A 
1__ 1000 


Pa = = 63. 


3R, 16 
€) Din formula 


&R, BR+ 3 + at 
se vede că BR, va [i minimă dacă factorul 1/14, este minim. Este ușor de văzut că acest factor 
este minim dacă 1, = îl 12. Deci BR, va [i minim dacă Rs R. 

Se poate verifica că în cazul cind R= 10 si = (1097 + 2) mm eroarea relativă 
BR, este mai mare decit cea calculată. 

5.2. Se măsoară, cu ajutorul unui ampermetru de rezistență internă RA, intensitatea 
curentului electric dintr-un circuit (fig, P.5.2). 

Se cere: 

a) Să se demonstreze că eroarea relativă a intensității curentului, indicată de amper- 


metru, este 


arsi AZ ij 3 
1 R+ Rar 

b) Să se indice în ce condiţii această eroare poate fi negiljată. 
R: 
a) Intensitatea reală a curentului din circuit este 

E 

R+r 
are intensitatea măsurată a curentului din circuit este 
E 


RI Rr 


L= 


1= 
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b) Dacă se impune ea intensitatea curentului prin circuit să fie determinată cu 0 pre- 
cizie P stabilită atunci eroarea 87 poate fi neglijată dacă E 


: 1 
Să <— 


R+Ra+r PP 


3. Se măsoară capacitatea calorică C a unui calorimstru şi accesoriilor prin metoda 
amestecului. În calorimetru se află apă de masă M la temperatura î,. După introducerea unei 
cantităţi de apă cu masa m la temperatura („([, > 4) în calorimetru se stabileşte temperă - 
tura 

Se cer expresiile pentru 

a) capacitatea calorică C; 

b) eroarea relativă â€ 
€) eroarea absolută AC. 

zrorile ce afectează valoarea căldurii specifice (6) a apel se neglijează. 


a) G= Me Me; 
ip a apti, 0, — tar 
n 1 DO 


c) Ac = aaa. 

5.4. Se pune problema cintăririi, cu precizie maximă, n uni probe de sulf cu masa no- 
minală m = 32 g, cu ajutorul unei balanțe sensibile la diferențe de mase mai mari decit 3 mg. 
De asemenea se ştie că braţele balanței considerate cale [= 1, = (= 8 cm, în realitate 
diferi eu AL= 5 um. 

Se cere să se stabilească dacă : 

a) este necesară efectuarea unei duble cintăriri; 

D) este necesară Introducerea corecției datorită forței arhimedice. 

Se a 

Densitatea greutăților etalon utilizate pa = 9000 kg/m2. 

Densitatea aerului pe = 1,3 kg/m2. 

Re 

a) Fie M masa etalon, avem : 


mgl = MgU + AD. 


Notăm 
m — M = Am. 
Deci 
Amgi + MyAL. 
Considerind m = M, obţinem 


A a At, n Ameeeraa Alia aa 0 n 301074 ma 2:10 (ie 
mo : 3 


ci, deoarece Am < 3mg, diferența minimă de masă la care reacționează balanţa, efec- 
tuarea dublei cintăriri nu micşorează eroarea de măstirare. 
b) Greutățile aparente pentru proba ds sait şi pentru masa etalon folosită, sint : 


Din condiţia de echilibru 


pom) bre 
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vozultă 


m(i= 


ap] 


si 
ALL — at-10rt n 
m = MADone = m IAA = M 0,99985f. — (1 + 0,0005) 
1Zreale 16-10 0,9535 
A 
a 2 0,0905 Am = M-0,0005 = 32-0,0005 = 16 me» 


poet oste necesară corecţin datorată fortei arhimediee- 
Di. Pentru măsurarea unei rezistenţe cut ajutorul unsi punți cu fir se foloseşte metoda 
măşurării prin Lranspoziție. Dacă rezistența R se află pe ramura AD (fig. 5.1), iar cursorul C 
aproximativ la mijlocul firului se obține indicaţia ac zero a galvanometrului pentru R= Ri 
10/03 Q. Se Insă cursorul In aceeaşi poziție şi se brece rezistenţa Ra în ramura BD, iar 
Teziatotul It în ramura AD, În acest caz se obține echilibru pentru R= Ra = 16,08 0. Eroarea 
"soluti în măsurarea rezistenței 1 este AR = 0,02 a. 

So core: 

2) Să se calculeze valoarea rezistenței R=- 

5) Să so indice eroarea AR, comisă prin efectuarea acestei măsurări. 


n= RRARa = VRI = 1585 A 


») AR= Ei i SE 002 a. 


R 


Deci 
Ry = (15,85 ze 0,02) A. 
5.8. Pontru măsurarea capacităţii C a uniti condensator se dispune de : 
p.0. tursă de tensiune alternativă cu frecventa v = 50 Hz; 
— un rezistor variabil R; 
Lo bobină cu inductanţa L variabilă ; 
um nmpermetru și un Voltmelru 
3 caro să se indica două montaje pentru măsurarea capacităţii C şi expresiile acestol 
capacităţi în Tuneţie de mărimile măsurate. 
n: 
1) Se poate realiza montajul din fişgura P+53+ Se măsoară intensitatea I a curentului şi 
tenstunea U la bornele condensatorului. Reactanţa capaeitivă este : 
U 
Xe= A 


15a vogută se miscură valorile I şi U c 
pentru diferite valori ale rezistenței R- ITI -Q 
D) Se realizează montajul din figura Pr5-ă 
şi so măsoară intensitatea curentului 1 funcţie 
Se înductauța La bobinei. Se reprezintă grafie 
dependența 1 = f(L) (fisura P+5.5) și se de- 
termină inductanța Le pentru caro I este 
„maxim. Din condiția de rezonanță | 
apa — YI e 
ac Fig. P. 5. 
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B: L 
u 
- i 
Fig. P. 5-4. Fig. P. 5.5. 
se obtine: 
1 
or 


5.7. Să se indice modul în care poate fi determinat coeficientul de frecare a unui corp 
pe un plan înclinat dacă: 

a) unghiul e dintre planul înclinat și orizontală este fix ; 

D) unghiul e poate fi variat. 


6 


INTRODUCERE IN TEORIA ERORILOR 
DE MĂSURARE 


Prin eroarea absolută a unei mi 
vea individuală z a unei mărimi şi vi: 


isurări înţelegem diferența dintre valoa- 
loarea adevărată xp a mărimii respective : 


Az 


aeisitai (6.1) 


Aşa cum am subliniat în paragratul precedent, valoarea 2 a măsuran- 
dului nu este accesibilă şi deci această valoare trebuie substituită cu 0 va- 
loare convenţional adevărată, care reprezintă valoarea măsurandului ce 
diferă neglijabil de valoarea adevărată. De multe ori, valoarea adevărată 
este substituită de valoarea efectivă a mărimii de măsurat. Acest lucru nu 
te totdeauna posibil şi pe de altă parte şi valoarea efectivă a mărimii res- 
pective este la rîndul ei afectată de erori de măsurare. 

In teroia erorilor de măsurare se incearcă să se răspundă la următoarele 
trei întrebări fundamentale, care se pun în procesul de efectuare a măsură- 
rilor şi de prelucrare au datelor obținute. 


a) Cum se poate găsi valoarea cea mai bună pentru mărimea sau mă 
mile măsurate, pe baza unui număr de măsurări efectuate ? 
b) Cum se poate găsi un număr care să ca 
uneia din măsurările efectuate ? 
c) Cum se poate găsi un număr care să caracter 
care o considerăm că aproximea 


acterizeze precizia medie a 


zeze precizia valori 
cel mai bine valoarea adevărată 
Înainte de a încerca să răspundem la aceste întrebă! 
întii de unele probleme privind erorile de măsurare. 
De cele mai multe ori se uti 
absolută a erorii de măsurare : 


pe 
? 


„să ne ocupăm 


zează în locul erorii absolute (6.1) valoarea 


lazi 


(6.2) 
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Eroarea relativă de măsurare este raportul dintre valoarea absolută a 
erorii de măsurare și valoarea adevărată r 


as LAZI, (6.3) 


za 


De exemplu dacă pentru rezistența unui rezistor rezultatul unei măsu- 
rări este R = 251.3 Q, iar valoarea electivă a rezistenței este Ry — 250 O 
atunci eroarea absolută este 


AR = 251,3 — 250 =13 9, 


iar eroarea relativă este 


+3. — 0,0052 — 0,52%, 


SR = 
250 


6.1. ERORILE DE MĂSURARE ALE MIJLOACELOR 
DE MĂSURARE 


Este cunoseut faptul că indicaţiile mijloacelor de măsurare depind nu 
numai de valorile mărimii de măsurat, ci şi de o serie de factori externi 
presiunea atmosferică, umiditatea, intensitatea cimpurilor electromagnetice 
exterioare, cîmpuri de radiaţii ete. Mărimile care nu fac obiectul măsurării, 
dar care au o influență asupra indicaţiilor mijlocului de măsurare utilizat 


sau asupra valorii măsurate se numese mărimi de influență. Măvimile de 
influență pot afecta fie mijlocul de măsurare, fie mărimea de măsurat, fie 
mărimea de măsurat. De exemplu, în pro- 


atit mijlocul de măsurare cît 
cesul de măsurare a unei lungimi. variaţia temperaturii poate afecta atit 
mărimea de măsurat, cît şi mijlocul de măsurat (riglă gradată ete.). Acţiu- 
nile mărimilor de influenţă conduc la apariţia erorilor de măsurare, care 
depind de modul de acţionare a acestor mărimi în timpul măsurării. 

Condițiile normale de utilizure a unwi mijloc de măsurare (sau condițiile 
de referinlă) reprezintă condițiile exterioare fixate de constructor pentru 
utilizarea corectă a mijlocului de măsurare. Dacă mijlocul de măsurare este 
utilizat în condiții de referinţă, acesta păstrează caracteristicile de utilizare 
indicate de constructor. 

Din punct de vedere metrologice, mijloacele de măsurare sint caraeteri- 
zate prin sensibilitate, justeţe, fidelitate şi preci. 

Sensibilitatea unui aparat de măsurat reprezintă raportul dintre depla- 
sarea indicelui și variaţiei mărimii de măsurat căreia îi corespunde depla- 
sarea respectivă. 


e. 


Sensibilitatea (5) SE ee rehieRseNac i (6.4) 


variaţia mărimii care a produs deplasarea 
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In cazul unui ampermetru cu ac indicator depl 
caracterizată atit prin deplasarea Ala acului pe scar 
unghiul de rotaţie A a acului indicator (fig. 5.6). Daci 
acului indicator corespunde unei varia! ţii Al a intensității 
sensibilitatea ampermetrului este : 


rea indicelui poate i 
gradată cît şi prin 
această devialie a 
curentului electric; 


sute ai (6.5) 


Relaţiile (6.5) sînt valabile pentru majoritatea aparatelor de măsurat 
întilnite în mod curent. 

Aparatele de măsurat pot fi cu sensibilitate constantă sau cu sensibilitate 
variabilă. De exemplu balanţele cu braţe egale au sensibilitatea S variabilă. 
Pentru balanțe, prin convenţie se utilizează sensibilitatea practică S' care 
este inversul sensibilităţii S: 


1 AM 
A 


s (6.6) 


unde Al este deplasarea acului indicator pe scara gradată datorată uni 
diferențe AM dintre masele corpurilor aflate pe cele două platane. 


Pentru aparatele cu sensibilitate variabilă se determină sensibilitatea S 
pentru diferite puncte de pe scara gradată, furnizindu-se curba de dependență 
a sensibilităţii de diferite poziţii ale scării gradate. 


au sensibilitatea constantă, 
aDită. 

Pragul de sensibilitate reprezintă cea m: variaţie a mărimii de mă- 
surat care produce o deplasare sensibilă a indicelui. 


te liniare 
ibilitate vai 


Aparatele de măsurat cu scări grada 
iar aparatele cu scări gradate neliniare 


Justeţea este o caracteristică metrologică a unei măsuri de a avea o 
valoare nominală cit mai apropiată de cea efectivă, respectiv a unui aparat 
de măsurat de a furniza indicaţii cît mai apropiate de valoarea efectivă a 
mărimii de măsurat. 


Cu alte cuvinte justeţea caracterizează calitatea unui n 
de a permite măsurări cu erori minime. 


loc de măsurare 


Broarea de justețe (Aj) a unci măsuri reprezintă diferenţa dintre valoarea 
nominală 2, a măsurii și media aritmetică £ a valorilor efective stabilite în 
urma unei serii de măsurări consecutive determinate în condiţii normale de 
utilizare. 


Dacă de exemplu, valoarea nominală a unei rigle gradate este z, = 100 mm 


iar prin verificarea cu o măsură etalon se obțin rezultatele : 


za, = 99,997 mm; E 99.997 mm; 


za =— 99,995 mm; za =— 99,995 mm. 


99.996 mm; 
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Deci 


Za + aka 
5 


99,996 mm. 


Eroarea de justeţe în acest caz este 
Aj = 100 — 99,996 — 0,004 mm. 


Erorile de justeţe pot fi eliminate prin introducerea corecțiilor de justeţe : 

— în cazul măsurilor se scade eroarea de justețe din valoarea nominală 
a măsurii, pentru ca aceasta să coincidă cu valoarea efectivă ; 

— în cazul aparatelor de măsurat corecţia de justeţe se scade din va- 
loarea medie a indicațiilor aparatului. 

Fidelilalea este caracteristica metrologică a unui mijloc de măsurare de 
a furniza indicaţii cît mai apropiate între ele la măsurarea repetată a aceleiaşi 
mărimi, în aceleaşi condiţii de măsurare. 

Eroarea de fidelitate este caracterizată de variația indicaţiilor care repre- 
zintă diferența dintre indicaţia care reprezintă valoarea cea mai mare și in- 
dicaţia care reprezintă valoarea cea mai mică pentru mărimea de măsurat. 

Dacă de exemplu, prin măsurarea rezistenței unui rezistor cu ajutorul 
unei punți se obţin valorile : 


R = 106 9, Rs = 107 9, 
R=102 0, R=10909, 
Ro = 108 9, R = 1070, 
R=105 0, Ra = 10409, 
eroarea de fidelitate este 
AF 10,9 — 102 =0,7 9. 


Fidelitatea şi respectiv justețea unui mijloc de măsurare sînt cu atit mai 
mari cu cit eroarea de fidelitate, respectiv eroarea de justeţe sînt mai mici. 

Precizia este caracteristica metrologică a unui mijloc de măsurare de a 
furniza indicaţii cit mai apropiate de valoarea efeclivă a mărimii măsurate. 

Eroarea de precizie a unui mijloc de măsurare reprezintă eroarea globală 
a mijlocului de măsurare, în condiţii determinate de utilizare, cuprinzind 
atit eroarea de justețe cit şi eroarea de fidelitate. Precizia mijlocului de măsu- 
rare este cu atit mai mare cu cit eroarea de precizie este mai mică. 

Eroarea tolerată a unui mijloc de măsurare este valoarea absolută maximă 
a erorii de precizie, admisă de prevederile unui standard, ale unci instrucţiuni 
de verificare sau ale unei norme interne. 

Eroarea de indicație a unui aparat de măsura! este diterenţa dintre indica- 
Via aparatului şi valoarea etectivă a mărimii de măsurat. În această diferență 
nu intră erorile întimplătoare care însoțesc procesul de măsurare. 
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Eroarea raportată a _indicației 


aparatului este raportul dintre eroa- ke 
rea de indicație şi limita superioară ai 
de măsurare a aparatului de mă- re incorectă 
su rat. 

Eroarea de paralază este eroa- rs 


b ă = Cihre corectă 
rea care se comite atunci cînd indi- 


cele nu este în planul scării gradate, 
iar vizarea nu este perpendiculară 
pe suprafaţa scării gradate (fig. 6.1) Pas: 

Clasa de precizie (C) reprezintă o valoare convenţional stabilită (prin 
standarde, instrucţiuni, norme interne etc.) pentru ansamblul mijloacelor de 
măsurare care sînt supuse acelorași condiţii de precizie. De obicei, clasa 
de precizie C exprimă eroarea relativă procentuală din limita superioară a 
indicaţiei mijlocului de măsurare utilizat. 


Sint şi cazuri cînd clasa de precizie se indică printr-un simplu 
număr convenţional care nu arată, direct, precizia mijlocului de măsurare. De 
exemplu dacă întilnim expresia „balanţă tehnică casa 1“ nu putem calcula 
eroarea absolută care afectează măsurarea cu balanța respectivă, dacă nu 
consultăm instrucţiunile care precizează erorile relative sau absolute comise 
prin efectuarea măsurărilor cu balanţe de diferite clase. 

Dacă, însă, clasa de precizie este indicată în procente, atunci reprezintă 
eroarea relativă procentuală din valoarea maximă a scării gradate utilizate. 

Asttel, măsurind valoarea unei mărimi oarecare z cu un aparat cu clasa 
de precizie C%, se comite o eroare absolută de măsurare : 


|Az] val. maximă a scării X, C, 
100 d 
iar eroarea relativă procentuală limită va fi: 
aa — LAZI _ Val. maximă a scării XC 100%, = 
z 100-2 
val. max. a scării « 
= CX Ea (6.7 


De exemplu, un ampermetru cu clasa de precizie 1,5%, cu care se poate 
măsura intensitatea curentului electric de la O la 5 A introduce o eroare 
absolută de măsurare : 


5-15 
AI = LD = 0,075 A 6.8) 
+ 100 (6.8) 


10 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — ca, 219 145 


Vedem că eroarea absolută nu depinde de valoarea mărimii măsurate, dar 
eroarea relativă va fi cu atit mai mi mărimea măsurată este mai 
apropiată de valoarea maximă a scării. Deoarece precizia unei măsurări este 
valoarea inversă a erorii relative, rezultă că pentru asigurarea unei precizii 


cît mai mari se impune alegerea corespunzătoare a aparatului de măsurat. 


Dacă pentru măsurarea tensiunii de fază, cu valoarea nominală U —220 V, 
într-o reţea de curent alternativ dispunem de voltmetrele din tabelul 6.1, 
se pune problema alegerii voltmetrului care permite măsurarea tensiunii cu 


eroarea relativă procentuală limită cea mai mică, adică cu precizia maximă. 
Tabelul 6.1 
Domeniul ae 
Voltmetrul Domeniu! (5 | cina ae precizie 
2 250 1 
2 300 1,5 
3 600 0,5 


Pe baza formulei (6.7) obținem pentru cele trei voltmetre 


„250 


3U = 1 = 14136%, 


220 


2,045 %, 


3.U = 0,5000 — + 1,364%. 


Rezultă că voltmetrul 7 asigură măsurarea tensiunii cu eroarea relativă 
limită cea mai mică, adică cu precizia cea mai mare, deşi nu are clasa de pre- 
cizie cea mai bună. Aceasta se datorește faptului că tensiunea măsurată 
(U = 220 V) este apropiată de valoarea maximă a scării (250 V) pentru 
voltmetrul 1. 


CLASIFICAREA ERORILOR DE MĂSURARE 


Rezultatul oricărei măsurări este afectat de erori ale căror origini sînt 
foarte diferite. Trebuie să înţelegem că realizarea măsurilor şi a aparatelor 
de măsurat reprezintă rezultatul unor măsurări multiple şi variate, care nu 
pot fi riguros exacte, înregistrindu-se erori atit în procesul de etalonare cît 
şi în procesul de măsurare ce se efectuează cu aceste mijloace de măsurare. 
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Unele perfecţionă 


i ale aparatelor de măsurat pot favoriza apariția erorilor 
de măsurare, dacă aceste aparate nu sînt menținute riguros în condiţiile 
normale de utilizare. Astiel pentru ca un aparat de măsurat să poată sesiza 
variaţii cît mai mici ale mărimii de măsurat este necesar ca aparatul res- 
pectiv să aibă o sensibilitate cit mai mare și o inerție cît mai mică. Dar sen- 
sibilitatea mare a aparatelor de măsurat conduce la faptul că acestea înre- 
gistrează pe lingă variațiile mărimii de măsurat şi unele influențe ale mediului 
în care se execută măsurările, ca de exemplu, diferitele vibrații și trepidaţii, 
variaţii de temperatură ete. 


Deoarece utilizarea mijloacelor adecvate de măsurare, precum şi scrierea 
corectă a rezultatelor obţinute prin măsurare ce 
prezintă o importanţă deosebită în toate ramurile economici naţionale, este 
necesară adaptarea unui sistem unitar de termeni şi simboluri. Pentru fiecare 
domeniu de activitate există cîte un STAS (standard de stat) elaborat de 
Inspectoratul General de Stat pentru Controlul Calităţii Produselor și aprobat 
de Institutul Român de Standardizare. Astfel noţiunile de bază din domeniul 
teoriei erorilor de măsurare, principali termeni și simbolurile corespunzătoare 
sînt cuprinse în STAS 2872. Fiecare STAS pe lingă numărul corespunzător 
care rămîne neschimbat de-a lungul anilor, cuprinde încă două citre care indic 


erorile corespunzătoare, 


anul în care a fost elaborat. Ultimul STAS privind erorile de măsurare (lermi- 


nologic) a fost elaborat 
2872-74. 


probat în anul 1974 și se indică sub forma STAS 


Principalele surse de erori se datorează următoarelor cauze : 


— mijloacelor de măsurare (erori instrumentale) ; 

— metodele de măsurare utilizate (erori de metodă) ; 

— influența mediului înconjurător: temperatura, presiunea aerului, 
umiditatea aerului, cîmpuri electrice şi magnetice, vibraţiile ete. (erori dato- 
rate influenței mediului ambiant) ; 

— influenţa experimentatorului : atenţia, acuitatea vizuală, capacitatea 
de acomodare, exerciţiul ete. (erori personale); 

— modelului asociat măsurandului (eroare de model) ; 

— influenţei mijloacelor de măsurare sau ale experimentatorului asupra 
măsurandului (erori de interacţiune). 


A. Din punctul de vedere al surselor, de erori distingem: 

a) Eroarea instrumentală care reprezintă ansamblul erorilor de măsurart: 
datorită mijloacelor tehnice prin intermediul cărora se obţin informaţiile de 
măsurare. Eroarea instrumentală cuprinde eroarea de justeţe, eroarea de 
fidelitate, eroarea de indicație a aparatului de măsurat etc. 

b) Eroarea de melodă este eroarea de măsurare datorită imperfecţiunilor 
metodelor de măsurare utilizate pentru obţinerea informaţiilor de măsurare. 

Ca exemplu de erori de metodă putem indica măsurarea unei rezistenţe 
prin metoda ampermetru-voltmetru. În acest caz apare eroare de metodă 
datorită consumului propriu al aparatelor de măsurat. 
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În figurile 6.2 şi 6.3 sînt reprezentate două scheme utilizate pentru măsu- 


rarea rezistenţei unui rezistor prin metoda ampermetru-voltmetru. 
În cazul montajului din figura 6.2 obţinem relaţiile : 


U 
i CARE RE i pe e ARE E 
Arzi Uma ia ali 


unde 1, este intensitatea curentului electric indicată de ampermetrul A, 
U este tensiunea indicată de voltmetru V, iar R, este rezistența interioară 


a voltmetrului 


Din relaţiile : 


avem : 


sau 


De unde 


Valoarea rezistenţei R este: 


U U 
E PI E APE 


(6.9) 
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Deci eroarea absolută 
AR m (6.10) 


poate fi neglijată numai dacă rezistența măsurată este mult mai mică decit 
rezistenţa interioară a voltmetrului. Pentru montajul din figura 6.3, avem: 


I(Ra + BIR ( + 24) Sa 


De unde 
ea 04 (6.11) 
(i ie BA 
iar 
u 1 U_R 
AR = 1 — = 4. 6.12) 
i | 2) 1 R+R Sa) 
R 


Deci pentru ca valoarea rezistenţei R să fie cît mai apropiată de raportul 
U/1, este necesar ca rezistența R, măsurată, să fie mult mai mare decit re- 
zistenţa internă RA a ampermetrului. 

Vedem deci că utilizînd montajele din figurile 6.2 şi 6.3 pentru măsurarea 
unei rezistenţe comitem erori de metodă, ale căror valori depind de raportul 
R/Ra (6.10), respectiv R/R (6.12). 

c) Erori datorate influenței mediului ambiant reprezintă erorile care atec- 
tează măsurările efectuate fără respectarea condiţiilor normale de utilizare 
a măsurilor sau aparatelor utilizate. 

în ţara noastră, prin STAS 6300-74 se stabilesc condi 
şi de referinţă pentru mijloacele de măsurare ale căror caracterisţ 
sub influența mediului ambiant. 

Astiel condiţiile standard de referinţă pentru încercări și măsurări sint : 

— temperatura : 20*C; 

— presiunea : 1 atm 


e de încercare 
i variază 


101 325 N/m*; 

— umiditatea relativă: 65%; 

— cîmpurile electrice și magnelice exterioare trebuie să lipsească. 

Pentru influența vibraţiilor, iluminării, zgomotului, componenţa aeru- 
lui etc. nu s-au stabilit încă condiţii de referinţă deoarece nu se cunosc 
încă, suficient de bine, legile după care acești factori influențează funcţio- 
narea mijloacelor de măsurare. 
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d) Erori personale sint erorile de măsurare care se datoresc experimenta- 
torului care efectuează măsurarea. Erorile efectuate de experimentator 
depind foarte mult de calitățile şi deprinderile acestuia. Anomaliile ochiului 
observatorului, viteza de reacţie, capacitatea de acomodare, nerealizarea 
:oincidenţei la vizarea scării gradate reprezintă unele din sursele de erori 
personale. Dacă în urma unei măsurări acul indicator al aparatului de măsurat 
se află între două repere, adică nu coincide cu nici unul din reperele scării 
gradate, se impune efectuarea unei interpolări vizuale. Operatorul fără expe- 
rienţă poate electua eronat aceste interpolări. Sc recomandă ca pentru un 
anume tip de măsurări să nu se schimbe experimentatorul, pentru a-și putea 
însuşi deprinderile necesare. ] 

e) Eroarea de model este eroarea de măsurare datorată imperfecțiunilor 
(eronării) modelului asociat măsurandului. Această eroare apare, de regulă, 
atunci cînd nu cunoaștem precis proprietăţile măsurandului. De exemplu, 
dacă pentru o piesă considerată cilindrică, măsurăm un singur diametru al 
secţiunii transversale putem comite eroare de model dacă în realitate piesa 
are secțiune transversală eliptică. 


1) Eroarea de interacțiune este eroarea de măsurare determinată de 
influențele pe care mijloacele de măsurare sau experimentatorul le exercită 
asupra valorii măsurandului. Asttel de erori pot apărea, de exemplu, dacă 
prin măsurarea temperaturii în interiorul unui vas, introducerea termome- 
tului conduce la modificarea temperaturii din interiorul vasului, sau în 
procesul de măsurare a capacităţii unui condensator apropierea experimenta- 
torului modifică capacitatea de măsurat. 


B. Din punetul de vedere al dependenței erorii de măsurare de valoarea 
mărimii măsurate avem 


a) Eroarea adilivă reprezintă eroarea de măsurare care nu depinde de 
valoarea. mărimii măsurate. De exemplu, în cazul deplasării indicelui unu 
aparat de măsurat eroarea de măsurare nu depinde de, valoarea mărimii 
măsurate (formula 6.8). 

b) Eroarea multiplicalivă este eroa 
loarea mărimii măsurate. 


a de măsuri 


re care depinde de va- 


În general eroarea multiplicativă este egală cu un produs în care unul 
din termeni reprezintă valoarea mărimii măsurate. Dacă, de exemplu, se 
măsoară cu puntea Wheatstone (fig. 6.4) rezistenţa R,. prin metoda com- 
pensaţiei obţinem expresia : 


(6.13) 


Notind cu AR; AR, şi AR, erorile absolute ale valorilor rezistențelor 
Rs Ra şi Ra putem calcula eroarea absolută AR, cu care se determină 
rezistența Ri. A 
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Aplicind formula (2.42) aflăm eroarea 
absolută a produsului Rea. Re R 


A(R:R3) = RAR» + Ra ARz 


iar pe baza formulei 2.50 avem: 


AR = paz (RAR:R + RRSĂR) = 


RI Re 

îi 
= De (Rusă + RAR, + RAND — 

i 
__ RR (AR AR 4 în) d 

RAR Ra R, Fig. 64. 

sau 
AR, = R (e a 2 a (6.14) 
R: Ra R, 


Vedem că în acest e; 
proporţion 
tivă însă: 


z eroarea absolută a valorii rezistenţei 
i cu valoarea rezistenţei obținută prin măsurări 


RAAR,) este 
Eroarea rela- 


AR, 
RR 


3R, = po (6.15) 


nu depinde de valoarea Re obținută în urma măsură 

C. Daci tă de mai multe ori o mărime fizică de valoare nominală 
cunoscută, în condiţii identice, cu aceleaşi mijloace de măsurare şi de către 
acelaşi experimentator, se constată că erorile care însoțesc măsurările respective 
au caracter diferit. Astfel unele se menţin constante, altele variază de la o 
măsurare la alta, iar altele sint foarte mari, depăşind erorile tolerate de mijloa- 
cele de măsurare utilizate. Această constatare a condus lu posibilitatea clasi- 
ficării erorilor de măsurare „după caracterul lor“ sau din punctul de vedere 
al structurii statistice a acestora. Din acest punct de vedere, erorile de mă- 
surare se clasifică astfel: 


a) Eroarea sistemalică reprezintă eroarea care rămine constantă atit ca 
valoare absolută cit și ca semn, atunei cînd se măsoară repetat aceeaşi mărime 
fizică, în condiţii practic identice, sau care variază după o lege definită cind 
se moditică condiţiile de măsurare. De exemplu dacă la o cîntărire se ut 
zează un etalon a cârui masă se consideră 1 kg, dar valoarea sa convenţională 
adevărată este mai mare sau mai mică decit 1 kg vom obține o eroare siste- 
matică constantă. De asemenea, dacă utilizăm pentru măsurarea unei lungimi, 
o riglă metalică gradată la o temperatură diferită de temperatura la care a 
fost calibra rigla respectivă, vom obţine tot o eroare sistematică constantă. 
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O eroare sistematică variabilă se poate obţine în cazul cînd există o nestabi- 
litate în funcţionarea unui aparat electronic. e 

b) Eroarea întimplăloare (alealoare) este eroarea care variază imprevi- 
zibil, atit ca valoare absolută cit şi ca semn, cînd se măsoară repetat aceeași 
mărime, în condiţii practic identice. Prin măsurări efectuate în condiţii 
practic identice se înţeleg măsurările efectuate cu aceleaşi mijloace şi metode 
de măsurare, de către acelaşi operator, sub acţiunea aceloraşi factori de in- 
fluenţă. 

Să considerăm, de exemplu, măsurarea perioadei de oscilaţii a unui 
pendul cu ajutorul unui cronometru. Efectuind măsurarea de mai multe ori 
putem greși atit la stratul cit şi la oprirea cronometrului. Acest lucru va con- 
duce la o dispersie a rezultatelor obținute în fiecare măsurare în parte, adică 
unele rezultate vor indica valori mai mari, iar altele valori mai mici pentru 
perioada T. Cum abaterile de la valoarea reală a perioadei pendulului sînt 
întimplătoare, rezultatele măsurării pot fi privite ca fenomene aleatorii. 
Erorile aleatorii nu pot fi eliminate cu ajutorul unor corecţii aplicate rezulta- 
tului brut al măsurării, cum este uneori posibil în cazul erorilor sistematice. 

e) Eroare grosolană (sau greșeală) reprezintă eroarea care depăşeşte 
considerabil erorile cele mai probabile, specifice condiţiilor date de măsurare. 
Astlel de erori pot apărea dacă se utilizează mijloace de măsurare defecte 
sau dacă se utilizează defectuos un mijloc de măsurare. Intr-o serie de măsu- 
rări efectuate asupra aceleiaşi mărimi fizice, în con practic identice, 
valorile afectate de erori grosolune trebuie identificate şi eliminate din şirul 
de rezultate obţinute. 

Pentru evitarea erorilor grosolane este necesar să se acorde o atenţie 
corespunzătoare efectuării măsurărilor, făcîndu-se mai multe verificări şi 
controale. 

Presupuniînd că se iau toate măsurile, pentru înlăturarea greșelilor de 
măsurare, în cele ce urmează, nu ne vom mai ocupa de aceste erori. 


6.3. ERORI SISTEMATICE. UNELE PROCEDEE 
DE ELIMINARE A ERORILOR SISTEMATICE 


Cu toate că în construcţia mijloacelor de măsu se iau toate măsurile 
pentru înlăturarea eventualelor defecte, se întimplă destul de des ca indicaţiile 
acestora să fie însoţite de aşa-numitele erori instrumentale reziduale. Aşa pot 
apărea erori de diviziune la scările gradate, erori de excentricitate la aparatele 
cu cadru mobil ete. 

Pot apărea erori sistematice şi datorită unor concentrări imperfecte 
în cadrul unei instalaţii de măsurare. Astiel unele conectări în scheme electrice 
pot deveni surse de tensiune electromotoare de contact sau de re. stențe 
suplimentare în circuit. 
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Să considerăm instalația de măsu- 
rare din figura 6.5 utilizată pentru mă- 
surarea raportului rezistențelor Ri şi Re- 
Acumulatorul E, asigură o diferență de 
potenţiale între capetele AC ale reostatu- 
lui cu cursor. Hezistenţele R, şi R, sint 
conectate. serie, în circuitul acumu- 
latorului Deoarece intensitatea cu- 
rentului electric, prin cele două rezis- 
tenţe, este aceeași, diferențele de poten- 
ţial de la capetele acestor rezistenţe va fi: 


U, = Ri; Us = IR 


şi 


Sara (6.16) 

Conectăm punctul a cu punctul c și 
punctul b cu punctul d şi deplasăm curso- 
rul 2 pînă cind intensitatea curentu- 
lui electric prin galvanometru devine 
egală cu zero. Fixăm astfel distanța 
AB = a, pe scara reostatului. Apoi co- 
nectăm punctul a cu punctul e şi punctul b 
cu punctul / şi din nou deplasăm curso- 
rul B pînă cînd intensitatea curentului indicată de galvanometru devine 
zero, fixînd noua poziţie z; pe scara reostatului. Deoarece rezistenţa Ray 
este proporţională cu distanța AB — z iar galvanometrul indică intensitatea 


curentului egală cu zero cind Xau — U, respectiv Uay = Ua. Rezultă deci 
raportul : 


(6.17) 


(6.18) 


Rezistenţele variabile R' şi R” permit reglarea intensității curentului 
din circuitele acumulatoarelor E, şi Ea. astfel încit distanțele z, şi za să fie 
cuprinse în limitele scării reostatul 

Să analizăm care sint sursele posibile de erori în cazul acestei măsurări. 


Vom încerca să enumerăm unele din aceste surse de erori sistematice. 
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a) Pot exista defecte de trasare a reperelor pe scara reostatului cu cursor: 

b) Intensităţile curentului electric prin reostat pot să nu fie egale. în 
ambele măsurări și atunci formula (6.17) nu este riguros adevărată. 

c) Reperul zero de pe scara reostatului poate să nu corespundă unei 
diferenţe de potenţial egale cu zero. Adică dacă cursorul B se află la reperul 
zero pe scara reostatului putem avea o diferență de potenţial Uap 0. 

d) Reostatul AC poate avea o rezistență neuniformă pe întreaga lungime, 
ceea ce conduce la faptul că relația (6.17) este valabilă numai aproximativ. 

e) Valorile R, şi R; pot depinde de modul de conectare în punctele 1, 
2, 3 sau 4. 

1) În atară de acumulatoarele E, şi E, în circuit pot apărea alte surse 
de tensiune electromotoare, ca de exemplu tensiune electromotoare de con- 
tact sau tensiune termoelectromoloare. 

Să ne ocupăm de modul de detectare a surselor indicate de erori şi de 
modul în care erorile respective pot fi eliminate. 

a) Fie Ly dimensiunea nominală a scării gradate a reostatului. Dacă 
n măsurarea cu un mijloc de măsurare etalon obținem lungimea L, atunci 
gradate este diferența dintre 


p 
coreelia de inscripție (C) a unei diviziuni a scări 
valoarea efectivă LL, şi valoarea nominală 14: 


Ce = Le — 1 (6.19) 
Valoarea corectată [e a inscripţiei. măsurii va fi egală cu : 


DD Ap. n (6.20) 


Asttel putem introduce corecția C, (6—20) pentru eliminarea eventualelor 
defecte ale scării gradate a reostatului. 

b) Intensităţile curenților prin porțiunile de circuit AB, 1—2 şi 3—4 
depind de tensiunile electromotoare ale acumulatoarelor E, şi Ea. Deci pentru 
eliminarea unor asttel de erori este necesar să se asigure stabilitatea acumula- 
toarelor Li, şi Is. Pentru aceasta trebuia ca : 

— acumulatoarele să fie bine încărcate 

— pauza între măsurările mărimilor z, şi a să fie cît mai scurtă. 

Se ştie că tensiunea electromotoare a acumulatoarelor nu este con- 
stantă în timp şi deci nu se poate asigura un regim riguros stabil al aces- 
tora. În asttel di uaţii se recomandă efectuarea măsurării mărimilor 2, şi za 
după metoda „sandviş*. Astiel se măsoară iniţial distanţa z, obţinindu-se 
Valoarea zi, apoi distanţa z, iar după aceasta din nou distanța x, care con- 


duce la valoarea zi. Valoarea z,, se iă ca medie aritmetică a valorilor zi şi zi : 


ai, 1 
2 (6.2 


Ei 


Putem repeta de citeva ori această metodă de măsurare, considerind 
media valorilor obţinute. Prin aceasta eroarea datorată variaţiei tensiunii 
electromotoare a acumulatoarelor-E, şi = este practic eliminată. 
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Fig. 6.6. Fig. 67. 


c) În practică este foarte greu să se realizeze ca în cazul cînd cursorul [2 
se află pe reperul zero, tensiunea Xap să [ic egală cu zero. De accea este po- 
sibil să existe o eroare sistematică Az care trebuie adăugată la valoarea 2 
ciliță pe scara reostatului. Pentru stabilirea acestei corecţii se uneşte pune- 


tul a cu punctul b (fig. 6.5) și se măsoară intensitatea curentului, indicată 
de galvanometru, pentru cîteva valori apropiate de reperul zero (fig. 6-0). 
Extrapolind dependenţa liniară obținută obţinem corecţia Az. Prin adăuga- 
vea valorii Az la vâlorile 2, şi z, citite pe scara reostatului, se elimină eroa- 
rea sistematică, datorată reperului zero. 


a) Dacă înfășurarea reostatului nu este defectă, rezistenţa unităţii de 
lungime este aceeaşi pe toată lungimea „reostatului. Putem verifica dacă 
vezistenţa reostatului este omogenă, măsurind dilerența de potenţial între 
două puncte a! şi b” care se deplasează în lungul reostatului astiel ca dis- 
tanța dintre ele să rămină constantă (fig. 6.7). 


e) În acest punet se pune problema dacă raportul R,/R+ reprezintă 
într-adevră raportul rezistenţelor rezistorilor respectivi sau rezistențele It, 
şi Re includ pe lingă rezistențele rezistorilor şi rezistențele altor elemente ale 
cireiitului. Din principiul de funcţionare a instalaţiei indicate în figura 6.5 
rezultă că rezistenţele conductorilor e — 1, d — 2, e —r şi [ — 4 nu prezintă 
importanţă, deoarece se fixează distanțele z, şi za cînd intensitatea curentului 
prin aceste conductoare este egală cu zero și deci căderile de tensiune pe 
aceşti conductori este zero, indiferent de rezistențele lor. 


Se ştie că în locul de conectare a doi conductori apare o rezistență de 
contact de ordinul a 10-% O. Dacă valorile rezistenţelor măsurate sînt suli- 


cient de mari (> 1 Q) nu este necesar să ținem seama de valorile rezistențelor 
(0-2 — 
—10-4 Q) se impune o analiză atentă a modului de conectare a rezistorilor 
Re şi Ra 

Să considerăm cazul rezistorului cu două cleme. În acest caz în fiecare 


de contact. În cazul în care valorile rezistențelor R, şi: R+ sint mi 


cleimă se conectează doi conductori, unul de la acumulator-conductor de 
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Fig. 6.3. Fig. 69. 


tensiune și altul de la galvanometru-conductor de curent. Schema echiva- 
lentă a conectării rezistorului cu două cleme este dată în figura 6.8. 

Rezistenţele r, și rs reprezintă rezistenţele de contact ale conductorilor 
de tensiune, iar ra şi ra rezistenţele de contact ale conductorilor, de curent. 
În procesul de măsurare se obţine nu rezistența R, a rezistorului, ci de fapt 
Ri + ri + ra Analog, putem ajunge la aceeași concluzie și în cazul rezis- 
torului Ra. 

Pentru înlăturarea acestor neajunsuri, care pot conduce la erori siste- 
matice, se recurge la utilizarea rezistorilor cu patru cleme (fig. 6.9). Conduc- 
torii de curent se conectează la clemele a și b, iar conductorii de tensiune 


la clemele c şi d. 

În acest caz rezistențele de contact nu au nici o influenţă asupra măsură- 
rilor. Rezistenţele în contactele a şi b nu prezintă nici o sursă de erori, dacă 
rămîn constante în timpul măsurării iar rezistenţele de contact e şi d la fel 
nu influenţează și deci se măsoară direct rezistența între punctele 7 şi 2, 
adică rezistența reală a rezistorului. 

1) “Toate punctele de conectare a conductorilor, din diferite materiale, 
pot constitui surse de tensiune electromotoare, datorită efectului termo- 
electric. Cele mai importante surse de tensiune electromotoare sint locurile 
de contact a firelor de cupru şi a clemelor de alamă. Analizind schema din 
figura 6.5 se poate vedea că orice sursă de tensiune electromotoare, în serie 
cu acumulatoarele £, şi Es, nu prezintă importanţă, deoarece prin efectuarea 
măsurărilor nu ne interesează valorile intensităţilor curentului în circuitele 
celor două acumulatoare. Este important numai ca intensităţile acestor 
curenţi să fie constante în timpul măsurării. Dacă însă în circuitul galvano- 
metrului Aac 12AbBA, avem surse suplimentare de tensiuni electromotoare 
acestea conduc la apariţia unor erori în valorile a, şi a. Pentru a exclude, 
aceste erori trebuie să măsurăm mărimile z, şi za de cite două ori, o dată 
cînd acumulatoarele E, şi Es sînt conectate ca în figura 6.5, iar a doua oară 
schimbînd polarităţile celor două acumulatoare. Deoarece prin aceasta sensul 
tensiunilor termoelectrice nu se schimbă, media celor două măsurări pentru 
2, şi zs reprezintă rezultatul care s-ar [i obținut în absenţa tensiunilor electro- 
motoare suplimentare. 
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Vedem, deci că pentru înlăturarea surselor de erori sistematice se impune 
o analiză atentă a instalaţiei de măsurare în fiecare caz concret în parte. 
Există însă cîteva procedee generale care se recomandă a fi utilizate în scopul 
eliminării erorilor sistematice. 

În primul rînd se caută să se elimine sursele de erori sistematice, ceea ce 
implică un studiu prealabil al erorilor şi introducerea corecțiilor acolo unde este 
cazul. 

Putem indica următoarele metode folosite pentru eliminarea erorilor 
sistematice. 

1) Metoda substiluţiei (vezi $ 5.1). Această metodă se folosește în special, 
pentru eliminarea erorilor sistematice, provenite din lipsa de egalitate rigu- 
roasă a lungimii braţelor unei balanțe considerată că are braţele egale. 

Dacă dorim să măsurăm masa M, a unui corp, se aşază acest corp pe 
unul din talerele balanței, iar pe celălalt taler se așază greutăţi cu masa cu- 
noscută pînă cînd se echilibrează greutatea corpului de masă M,. Fie această 
masă Mu. Deoarece echilibrul balanței se determină prin egalitatea mo- 
mentelor. 


M9 = Mi9l (6.22) 
unde [, şi (+ sînt lungimile braţelor balanței. Rezultatul 
M.=M, (6.23) 


este corect numai dacă cele două braţe ale balanței sint riguros egale, ceea ce 
practic este imposibil. Deci rezultatul (6.23) este afectat de o eroare siste- 
matică constantă. Pentru înlăturarea acestei erori se ia corpul de masă M 
de pe talerul balanței și se înlocuieşte cu greutăţi de masă cunoscute (să 
admitem M;) pînă se obţine din nou echilibrul balanței. Astfel avem 


Mag, = Mugla (6.24) 
Din relaţiile (6.22) şi (6.24) se obţine 


Me 
M, 


1; Ms = Ma (6.25) 


Rezultatul (6.25) nu este afectat de erori sistematice. 

2) Meloda opoziţiei constă în aranjarea experienței astfel ca eroarea 
provocată de un factor oarecare să intre în rezultatele măsurării o dată cu 
semnul plus și altă dată cu semnul minus sau, cu alte cuvinte, acest factor 
să exercite acţiuni contrare asupra rezultatelor. 

Această metodă a fost utilizată la punctul f în studiul experienţei pentru 
stabilirea raportului R,/R+ în scopul eliminării erorilor sistematice datorate 
surselor de tensiuni electromotoare suplimentare. 

De asemenea, se ştie că şuruburile micrometrice utilizate la microme- 
trele-ocular de la aparatele de măsurat au o cursă moartă, care poate provoca 
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erori sistematice. Pentru eliminarea acestei erori, se recomandă efectuarea 


a două citiri, în direc! 
celor două citiri atunci 


ds sînt rezultatele 


opuse rotirii şurubului. Dacă d, 


veprezintă indicaţia care nu conţine eroarea sistematică datorată cursei moarte. 

3) Metoda observaţiilor simetrice se utilizează atunci cînd în metoda de 
măsurare există o anume simetrie, adică prin permutarea unor părți a insta- 
laţiei de măsurare nu se schimbă nimic. De exemplu, dacă trebuie să măsurăm 
temperaturile /, şi /2 în punctele P, şi Ps cu termometrele 7, $ rezultatele 
măsurării nu trebuie să se schimbe dacă schimbăm termometrele între ele. 
Dacă însă constatăm că în urma permută termometrelor se obțin rezultate 
diferite, înseamnă că indicaţiile acestora sînt eronate. In cazul în care indi- 
caţiile celor două termometre, în acelaşi punct, sînt apropiate, valoarea 
medic a celor două indicaţii va fi afectată de erori sistematice mai mici decît 
valoarea unei singure indicaţii. 

Desigur că în acest paragraf, nu am indicat toate posibilităţile de eli- 
minare a erorilor sistematice. Problema eliminării erorilor sistematice necesită 
o analiză detaliată atit a condiţiilor de măsurare, cit şi a datelor obţinute. 
O importanţă hotăritoare în acest sens o are experiența și priceperea experi- 
mentatorului. 

Se poate afirma că influența erorilor sistematice asupra măsurărilor 
poate fi, în cele mai multe cazuri, cunoscută și eliminată prin corecţiile ce se 
aplică sau prin mijloacele speciale de măsurare utilizate. Erorile sistematice 
care nu pot fi eliminate și care se consideră mai mici decit erorile tolerate de 

ijloacele de măsurare utilizate, se numesc erori sistematice reziduale şi se 
includ în grupa erorilor întimplătoare. 


6.4. ERORI INTIMPLĂTOARE 


Dacă se efectuează un număr n de măsurări directe, succesive asupra 
unei mărimi fizice, cu mijloace și metode de măsurare adecvate, se obțin 
valorile individuale ale mărimii măsurate. 


Zi Za Zac <a (6.26) 


În cele ce urmează vom considera, că valorile individuale (6.26) au fost 
corectate de erorile sistematice, prin metode indicate în paragraful 6.3, şi 
deci acestea conțin numai erori întimplătoare sau erori sistematice reziduale, 
care se consideră tot erori întîmplătoare. 

Erorile întimplătoare influenţează rezultatele măsurărilor succesive 
ale aceloraşi mărimi fizice, cînd într-un sens, cînd într-altul ceea ce conduce 
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Ja faptul că valorile individuale vor fi cînd mai mici, cînd măi înari decit 
valoarea adevărată 2 a mărimii măsurate. 

“Trebuie subliniat că obţinerea rezultatelor individuale diferite în mică 
măsură unele de altele, precum şi a unor rezultate care coincid între ele, 
este o consecinţă logică a condiţiilor de măsurare. Dacă prin repetarea măsu- 
rărilor se obţin riguros aceleaşi valori individuale, înseamnă că metoda de 
măsurare utilizată nu este suficient de sensibil 

Fiecare valoare individuală z, este afectată de eroarea absolută intimplă- 
toare : 


Azi, = 2, — 20 (6.27) 


unde zg este valoarea adevărată a mărimii măsurate. 


6.4.1. Proprietăţile erorilor întimplătoare. Densitatea de repartiție Gauss. 
S-a constatat, din practica măsurărilor, că erorile întimplătoare Az, posedă 
următoarele proprietăţi : 

a) Erorile Az, mici, în valoare absolută, sînt mai frecvente decit erorile 
Az, mai mari, în valoare absolută. Adică cazurile în care erorile întimplă- 
toare sînt mici, sint mai frecvente decit cazurile în care erorile întimplă- 
toare sînt mari (principiul cauzal). 


b) "Poate erorile întimplătoare sint mai mici decit o anumită limită, 
care ar corespunde erorii datorate tuturor cauzelor de erori (principiul li- 
mitaliv). 

e) Dacă numărul n al măsurărilor este suficient de mare se constată 
că numărul erorilor negative este egal cu numărul erorilor pozitive, iar suma 
algebrică a erorilor întimplătoare 


az, (6.27%) 
este foarte mică (principiul distribuliv). 

d) Probabilitatea ca să avem o anumită eroare întimplătoare, prin efec- 
tuarea unei măsurări, depinde de valoarea absolută a erorii (principiul 
probabilistic). 

Aceste proprietăţi ale erorilor întîmplătoare sint obţinute din practică 
şi se consideră ca axiome. 

Rezultatele unei serii de măsurări pot fi reprezentate grafic, pentru a 
avea o imagine mai clară asupra frecvenţelor cu care apar anume rezultate 
individuale ale măsurărilor. 

De exemplu, în tabelul 6.1 se indică rezultatele a 100 de măsurări a 
vitezei luminii, obţinute de Michelson în anul 1879. 

Datele din tabelul 6.1 sînt reprezentate în figura 6.10, sub forma unor 
bare verticale de lungime cu numărul n; de apariţie a valorii individuale 
respective. 


159 


Tabelul 6. 


C în temps | AA ne 
299 050 1 
299 550 2 
299 600 
299 650 14 
299 700 22 
299 750 25 
299 800 22 
299 850 ui 
Î 299 900 i: 


Fig. 6.10. 


Valorile individuale obţinute în urma efectuării unui set de măsurări, 
pot [i reprezentate şi sub forma unei histograme. Pentru construcția histo- 
gramei se imparte întregul domeniu în care sînt cuprinse valorile individuale 
în părţi egale, reprezentindu-se numărul n, de valori individuale cuprinse 
într-un interval oarecare. Lărgimea intervalului poate fi aleasă arbitrar, 
dar nu poate fi luată mai mică decit eroarea absolută care afectează măsu- 
rarea respectivă. 

În tabelul 6.2 se indică rezultatele a 1 000 de măsurări privind impurită- 
ţile (în g/) în apa industrială. 


Tabelul 6.2 
Impurităţi în 
an 40:£5 | 5045 | 605 | 705 | 8045 | 905 |100:k5 
n | ai | 48 100 | 385 | 246 | 113 | 37 


În figura 6.11 sînt reprezentate, sub formă de histogramă, datele din 
tabelul 6.2. 

Dacă numărul total n de măsurări este suficient de mare, în locul histo- 
gramei, se poate construi o curbă (fig. 6.12) care reprezintă densitatea de 
repartiție f(2). Cunoaşterea densităţii de repartiție f(x) este de o deosebită 
importanță deoarece produsul f(z)Az reprezintă probabilistica ca valoarea 
individuală a unei măsurări să fie cuprinsă între z și z + Az. 

Figurile 6.10—6.12 reprezintă rezultatele tipice obţinute în cazul unui 
set de n măsurări directe, în condiţii identice, pentru aceeaşi mărime fizică. 
În toate cazurile, valorile individuale z, nu apar cu aceeaşi frecvenţă. Rezul- 
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ai 


mai 


Fig. 6.11. : Fig. 6.12. 


tatele care indică valori , mai apropiate de valoarea reală 2, apar cu o frec- 
venţă mai mare decit rezultatele individuale z, mai depărtate de ze. 
Karl E. Gauss (1777—1855) a arătat (1821) că densitatea de repar- 


tiţie care satisface cele 4 proprietăţi fundamentale ale erorilor întimplătoare 
are forma: 


Da) = Ke-ms-h (6.28) 


unde K şi h sînt constante. 


Din condiţia ca aria mărginită de densitatea de repartiție f(2) şi axa z 
să fie egală cu 1, ceea ce înseamnă că probabilitatea ca în urma unei măsurări 
să se obțină oricare din valorile individuale posibile este egală cu 1, se obține 
relaţia : 


ash a (6.29) 


Ja 


11 — Prelucrarea datelor experimentale în fizică — ca. 219 161 


Deci densitatea de repartiție 


DD = i e-ms-z)e (6.30) 


reprezintă densitatea de repartiție Gauss, numită uneori şi clopotul lui Gauss 
sau densitatea de repartiție normală. 
Parametrul h se numeşte indicele de precizie deoarece, așa cum von 
vedea ulterior, caracterizează precizia măsurărilor efectuate. i 
Se poate uşor vedea că densitatea de repartiție (6.30) satisface proprie- 
tăţile enumerate ale erorilor întimplătoare : 


h 


Dacă, 2 — a =0; [(0)= valoare maximă Ă j 


2 — a = of) =0 


— Prin schimbarea semnului erori Ar = z — 2 avem aceeaşi valoare 
pentru densitatea de repartiție f(z). 

6.4.2. Estimarea valorii adevărate z Erori aparente. Densitatea de 
repartiție Gauss (6.30) conţine parametrii x şi h ale căror valori au rămas 
nedeterminate, Pe baza setului de valori individuale (6.26) trebuie să găsim 
valoarea convenţional adevărată a măsurandului care să difere neglijabil 
de valoarea adevărată z. Se consideră că valoarea convenţional adevărată 
a măsurandului este acea valoare pentru care suma pătratelor erorilor absolute 
(6.27)-.este_ minimă: | 


E (za — 00 (e at m at 630) 


"Deci trebuie să aflăm valoarea z, pentru care funcţie 
Pa) = (a = 22000 2 (za 20 fe ne + (aa 2)! (6.31) 


este minimă. Pentru aceasta trebuie ca derivata funcţiei f(x) în raport cu za, 
să fie zero. 


AIG) — — ata, — te) — 2za — 20) — --+ — 2 — 20) =0 
dz 
sau 
ka --- Fa —nz =0 
de unde 
, cei A E a E e met (6.32) 
n 


"182 A banati 


Deci valoarea convenţional adevărată a măsurandului, care aproximează 
cel nai bine valoarea adevărată za este valoarea medie aritmetică a setului 


de valori individuale 
TA ze (6.33) 
n 


Pentru prescurtare, în cazul cînd nu pot avea loc confuzii, noţiunea va- 
loare medie aritmetică a rezultatelor unui şir de măsurări poate fi denu- 
mită şi valoare medie i lui zsau X barat (STAS 2872-74). 

“Prebiiie subliniăt că XR reprezintă valoarea cea mai probabilă a mărimii 
miisurate, adică valoarea care se poate considera cea mai bună, cea mai justă, 
cea mai apropiată de valoarea adevărată z, dar X nu coincide cu valoarea 
adevărată za: 


D.d 


Scriem erorile absolute întimplătoare 
Azi m 2 — 2 


Aza (6.34) 


Aa e a — 2 


Desigur că aceste erori reale nu sint cunoscute, deoarece nu cunoaştem 
valoarea adevărată z, ci numai valoarea R care estimează cel mai bine va- 
loarea adevărată. 


Făcînd suma termenilor din relația (6.34) obţinem: 
n n 
E (Az) = Xa — nt 
[zi îi 


sau ţinind seama de formula (6.33) avem: 


tam = n — 


de unde 


E d E, (42). (6.35) 


Cu cît numărul măsurărilor este mai mare, cu atît mai bine este aproxi- 
mată valoarea reală z de valoarea medie X. 


“Ținind seama de proprietatea fundamentală a erorilor întimplătoare, 
de a se distribui complet dezordonat, astiel încît pentru un număr suficient 
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de mare de determinări să avem în medie tot atitea valori pozitive cite nega- 
tive, avem relaţia ; 


lim X Az, = (6.36) 
n-oee îi 
Din această relaţie rezultă că valoarea medie a erorilor reale 
= | a 
aa = So az) (6.37) 


at 
nu poate constitui o mărime convenabilă pentru studiul proprietăţilor şi 
rezultatelor măsurărilor afectate de erori. Iniţial s-a încercat să se intro- 
ducă în calcul valorile absolute ale erorilor reale, numite abateri ab- 
solute 

Azi = — | 

|Azel| = — | (6.38) 

|Aza | = za — al 


şi să se definească eroarea medie, ca fiind media aritmetică a abaterilor ab- 


solute 
p— Alt [Azi + Al, (6.39) 


n 


S-a constatat însă că eroarea medie 0 prezintă o serie de inconveniente, pentru 
care amintim faptul că nu scoate în evidenţă gradul de precizie al operaţiilor 
de măsurare şi observație. 

Asttel, dacă elevul A, în urma măsurării cu picnometrul a densităţii 
unui lichid, obţine rezultatele din tabelul 6.3. 


Tabelul 6.3 


isurarea II IRI IRIRIRIE 


Rezultatul p; in 
a/n 


580 | 480 


460 E | oo 500 | 540 | 480 | 530 


iar elevul B obţine datele din tabelul 6.4 . 


Tabelul &. 
Măsura ca IE 2 jale E o] o 
Rezultatul 
în kg/ma 500 | 490 | 430 | 520 | 510 [490 |ssso |ssoo |s530 | 510 
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= 500 kg/m?, erorile medii ce însoțesc măsurările efectuate de cei doi elevi 
sînt: 


Dacă valoarea adevărată a densităţii lichidului respectiv este pe = 


e 30 + 20 + 40 + 20 + 10 +0 + 40 + 30 +20 + 30 
„= 


= 24 Kg/ms 
10 g/ 
şi 
PI ui d pesta trisat ai dee 00 atu 


Obţinindu-se egalitatea 0, — 02, ar putea rezulta că ambii elevi au 
efectuat măsurările cu acelaşi grad de preci: 


adică cu aceeaşi atenţie, 
ţinînd seama în aceeaşi măsură de eventualele perturbații ce pot erona re- 
zultatele măsurării. Această concluzie este evident eronată. Eroarea de fide- 
litate este 540 — 460 — 80 kg/m? în cazul măsurărilor efectuate de elevul A 
şi 580 — 430 — 150 kg/ms, pentru măsurările efectuate de elevul B. De ase- 
menea se observă că în şirul de măsurări, efectuate de elevul B, apar două 
măsurători cu. erori: absolute foarte mari care au aspectul de erori groso- 
lane. Acestea conduc la concluzia că setul măsurărilor efectuate de elevul B 


este mai puţin precis. Se poate demonstra că eroarea medie pătratică a unei 
măsurări individuale 


E = (e + (Aa? + e + (Azi)? * să (ee) Li 


7 n 


it 
-Q (ze — 20) (6.40) 
n 
= 
este mărimea cea mai indicată pentru studiul proprietăţilor şi rezultatelor 
măsurătorilor afectate de erori. 


Calculind erorile medii pătratice pentru rezultatele indicate în tabelele 
6.3 şi 6.4 obţinem: 


şi 
A 
ou = (13000) 2 30 vam 


Din aceste rezultate se obţine că şirul de măsurări efectuate de elevul A 
este efectuat cu mai multă grijă, decit şirul de măsurări efectuat de elevul B. 
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Avantajul introducerii erorii medii pătratice s constă și în faptul că 
pentru n suficient de mare, această eroare îşi păstrează sensibil aceeaşi” va-. 
loare, deoarece cu cit se măreşte numitorul n, cu atit se măreşte şi numă 
torul E(Az/)2. Această concluzie prezintă un interes praclic deosebit, deoarece 
de multe ori este suficient un număr, relativ mic, de măsurări pentru a:se 
ajunge la o valoare o suficient de stabilă. De asemenea eroarea pătratică 
medie a a unei singure măsurări individuale stabilită anterior poate servi 
drept criteriu de apreciere a şirului de măsurări individuale, în parte. 

Putem calcula eroarea medie pătratică a mediei aritmetice 


ax=3.—2 g (6.40 


jan 
mire Ele mid e 
int on paza a sănii 
257 Dope (6:42), 


ini 

Dacă se ia valoarea medie a expresiei (6.42), rezultă că valoarea medie, 
a ultimului termen este egală cu zero, deoarece erorile reale Ax, și Ax, sint 
mărimi independente și conform principiului distributiv- numărul erorilor 
pozitive: este practic egal cu numărul erorilor negative. Astfel din relaţia 


(6.42) se obţine 


Se poate. scrie 


sau 


(6.43) 


Vedem că spre deosebire de eroarea medie pătratică a care tinde spre o 
valoare staţionară, prin mărirea numărului n de măsurări, eroarea medie 
pătratică a mediei aritmetice se poate, în principiu, reduce sub orice limită 
dacă mărim numărul n al măsurărilor. Se observă însă că eroarea medie 
pătratică a mediei aritmetice ox scade destul de încet cînd se mărește numărul 
de măsurări peste o anumită limită. Pentru ilustrare în tabelul 6-5 se indică 
valoarea og în funcţie de numărul n de măsurări efectuate : 


Tabelul 6.5 
TITI o To se [aco_ 
oz __| o ]o.7ia|o:ăsol:o:se |o.4ăe | ost1o | 0;3ac | 0,320 | 0,220 | 0,110 | 0,15 


i Vedem; de exemplu,: că: mărind număra: măsurărilor de lar = 50 la 
ns = 100, mărimea. ex scade numai cu 40%. 
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Pentru obținerea unei valori 9x cit mai mică este mai avantajos să se 
îmbunătăţească metoda şi mijloacele de măsurare care conduc la micşorarea 
erorii medii pătatice o şi în mod implicit la micșorarea erofii medii pătratice 
a mediei aritmetice. 

Pentru a putea calcula eroarea medie pătratică a unei măsurări indivi-, 
duale a şi eroarea medie o pătratică a mediei aritmelice gx, trebuie să cunoaş- 
tem erorile absolute reale (6.34). Aceasta impl adevă- 
rate zp, ccea ce este posibil numai în împrejurări foarte rare, cînd mărimea 7 
ar putea i calculată pe o cale oarecare, sau cunoscută anticipat. 

Din acest motiv în locul erorilor absolute reale (6.34) se introduc erorile 
absolute aparente (v;). 

Prin eroare absolută aparentă înţelegem diferența algebrică dintre unul 
din rezultatele individuale ale unei serii de măsurări şi media aritmetică X 
a ansamblului de rezultate care compun seria respectivă de măsurări : 


DESE a + (6.44) 


Pentru prescurtare, în cazul în care nu pot avea loc confuzii, eroarea 
absolută aparentă poate fi denumită şi simplu eroare aparentă. 

Eroarea medie pătratică o a unei măsurări individuale şi eroarea medie 
pătratică a me aritmetice ax se estimează prin eroarea standard a unei 
măsurări singulare dintr-o serie de măsurări (5) şi: respectiv prin eroarea 
standard a mediei aritmetice obținută dintr-o serie de măsurări (5x). 

Eroarea standard a ubei măsurări. singulare, dintr-o serie de măsurări 
este indicatorul statistice care caracterizează dispersia rezultatelor obţinute 
dintr-o serie de n măsurări, efectuate asupra aceluiași măsurand * ii 


Eroarea standard a mediei aritmetice obținută dintr-o serie de măsurări, 
este un indicator statistic ce caracterizează dispersia mediei aritmetice obţi- 
mute pe baza unei serii de măsurări efectuate asupra aceluiaşi măsurand. 
Prin STAS 2872-74 se defineşte : 


asa (aa 5 > ta, — =)" (6.46) 


Exemplu. În scopul ilustrării modailui dă prelucrare a unui șir, de mă- 
surări, considerăm următorul exemplu. Rezistenţa unei bobine a fost “ măsurată 
de 10 ori, cu ajutorul unei punți obținindu-se următoarele rezultate în ohmi. 


6,270 6,271 6,276 6,278 6,277 
6,277 6,273 6,272 6,275 6,274 


167: 


Tabelul 6.8 Trebuie să speciticăm cum se scrie 
rezultatul acestor măsurări şi ce semni- 
Ra (O ficaţie are rezultatul indicat. Pentru 
aceasta construim un tabel de calcul 
6,270 (tabelul 6.6). 
6,277 
6,271 
6,273 
6,270 ke 
6,272 2 = = 6,274 
6,278 
6,275 fa i 5 7 ; 
ae, Contorm formulei (6.45) avem: 
6,274 ds, 
aere) = 2,8102 9 
a 
62,743 | +0,003 | 69-10-+ 
Asi Eroarea standard a mediei; arit- 


metice este 


= 0,0093 = 0,001 8 E a 
Rezultatul setului de măsurări efectuate se scrie sub forma 
R = (6,274 + 0.001) e : 


Putem deci considera că valoarea adevărată a rezistenţei bobinei este 
cuprinsă între 6,273 și 6,275 Q. Se pune însă problema dacă valoarea ade- 
vărată a rezistenţei este cu certitudine cuprinsă în intervalul respectiv sau 
există posibilitatea ca valoarea adevărată să fie în afara acestui interval» 
adică mai mare decit 0,275 Q sau mai mică decit 6,273 Q. La această întrebare 
vom încerca să răspundem în paragrafele următoare. 

6.4.3. Relaţia dintre indicele de precizie' h şi eroarea medie pătratică. În 
paragraful 6.4.1 am arătat că valorile individuale ale unui set de n măsurări 
pentru n suficient de mare) se distribuie după funcţia de repartiție Gauss (6.30). 


h 


eta 


MD = 


Produsul ' _ 
(6:47 


"fear 
reprezintă probabilitatea ca în urma efectuării tinei măsuri 
valoarea individuală z caracterizată de eroarea absolută reală Az. 


i să se obţină 
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Putem deci serie probabilitățile ca în urma efectuării unei singure măsurări să se obțină 
respectiv valorile individuale Za 33, Za, ---, Em, caracterizate de erorile absolute reale Azi, 
na Aita 


Ira Ax, 


(6.48) 


Probabilitatea ca în urma efectuării setului de n măsurări să se obțină valorile indivi- 
Cale îi es day ++p 2, cu erorile absolute reale respeetiv Azi, Ad, Arp «++» Aza este 


P= Po PaPae:Pa (6.49) 
întroducind expresiile (6.19) în formula (6.49) se obţine: 


r-| 


n 


iN eăp (Ma 2 307 (32 0 (ea eee 


„e Gu 205) “Ari Ade, «+ Asa (6-30) 
sau : 


P= (pe ont maro + aro + car + 


„+ (Azi) Ar ArsAra. Ara (6.50 


Stabilim indicele de precizie h impunind condiţia ca probabilitatea P să fie maximă, 
adică 


SE atol (0.52) 


AP (_E_Yh cotettazr-t (Aa) Has) (Asa) + —2h] (Azi) + (Azi): 
aa (73) i (Azi) + (A): + 
nm 4 
(Azi) pb (Az)e “4 „A e tz HA) HA ee t(Azn) = 
+ (An + + caz + n( 2) a 
za = 7 1 creta Haz) -HAz) ae (Ata) „| 20)? + 


+ (Are + (Ars +. + (A +=. 
Derivata prubabilităţii P, în raport cu h este zero dacă. 


ah E (Ax +n=0 
120 


Ea de E NE caz)” = ze (6.53) 


î=0 


De unde 
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Tabelul 8." “sata 


| olt) n= (6.54) 
0,399 Deci indicele de precizie h depin- 
0,352 Ș x 
aaa de de eroarea medie pătratică. Intro- 
Gras ducind relaţia (6.54) in formula (6.30) 
010 obţinem : forma finală a densităţii de 
4 | distribuţie Gauss (densitatea distribu- 

iei normale). 
fa) (6.55) 


Deoarece pentru calculul densităţii de-repartiţie; pentru diferite valori z 
trebuie să ştim eroarea medie pătratică a, vom calcula produsul f(z)a pentru 
diferite valori ale raportului (7 —.2)/. Eroarea medie pătratică a fiind un 
parametru constant dependenţa produsului sf(z) de raportul (2 — 2)/a este 
aceeași ca şi pentru f(2):: În tabelul:(6.7) sînt -date valorile produsului s-f(2) 
în funcţie de raportul (2 — z;)/g. a 

Datele din tabelul]. 6:7 sint. reprezentate. în. fizura. 6.13: 

Din figura 6.13 și prima coloană a tabelului 6.7 s€ vede că practic, pentru 
toate rezultatele măsurărilor individuale dintr-un set de măsurări valorile 
individuale obținute „nu. diferă ;de valoarea reală -mai, mult: de. 3c, :adic: 


|z — 20| <30 (6.56) 


Fig. 6.13, 
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Această concluzie este în totală concordanță cu principiul limitativ, 
privind proprietăţile erorilor întimplătoare. Derivind densitatea de repar- 
„tiţie f(x) în raport cu z obținem: 


d 
AO, — a | ai (6.57) 
Calculind derivata a doua avem: 
i rd a 
ma poa) cn 
Vedem că derivata de ordinul întii se anulează în punctul : 
SIE 
iar derivata de ordinul doi se anulează în punctul 
e magi. o i (6.39) 


Deci în punctele 7 = 
de inflexiune; îș. 
Cu cit parametrul o are o. valoare imâi mică cu atit curba, ce. reprezintă! 
densitatea de repartiție f(x) este mai îngustă, adică rezultatele măsurărilor, 
individuale se situează niai strîns în Îhirul valorii adevărate o net 

În figura”6.14 este reprezentată densitatea de repartiție f(2) pentru trei 
valori ale erorii pătratice medii şi anume pentru o = 1/4, 1/2 şi 1. 

Subliniem că densitatea de repartiție (6.55) pentru rezultatele întimplă- 
toare ale unui set de măsurări a fost de multe ori verificată prin experienţe 
special imaginate în acest scop şi de fiecare dată s-a constatat că repartiţia 
Gauss este în perfectă concordanţă cu rezultatele experimentale. 

Pentru verificarea repartiţici normale se utilizează în laborator dilerite 
instalaţii cu ajutorul cărora se pot produce, în mod artificial, un număr 
foarte mare de evenimente întimplătoare. Putem utiliza; de exemplu, insta- 
laţia a cărei schemă de principiu este indicată în figura 6.15. Din pilnia P 
se lasă să cadă nisip foarte fin. 

Jetul de nisip care iese din piinie va fi parţial împrăștiat datorită frecă- 
rilor şi a ciocnirilor dintre particulele de nisip. Nisipul în cădere. întilneşte 
două sau mai -multe site metalice aşezate orizontal, la, diștanţă foarte mică. 
una de alta ta 


za + a. densitatea de repartiție prezintă puncte, 


+a Găurile sitelor respective trebuie să fie suficient de mari pentru:ca particu- 

: împine nici o- greutate la. trecerea prin e! rticulele- 
or ciocni de firele sitelor metalice sehimbindu-şi, în mod întimplă-: 
tor, direcţia de mișcare. Ca rezultat al acestui fenomen, la o distanţă-oarecare 
de, site getul de nisip este suficient de larg, adică pe măsură ce ne îndepărtăm 
de site secţiunea transversală a getului de nisip creşte. 
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Fig. 6.14. Fig. 6.15, 


Realizăm ca nisipul să curgă într-o cutie cu pereţii transparenţi, împăr- 
țită într-un număr suficient de mare de secţiuni prin pereţi verticali. Vom 
vedea căi în diferite secţiuni ale cutiei vor cădea cantităţi diferite de nisip. 
Cea mai mare cantitate de nisip va cădea în secţiunea cutiei aflată sub pil- 
nie. În celelalte secțiuni ale cutiei va cădea cu atit mai puţin nisip cu cît 
acestea sint mai îndepărtate de secţiunea centrală. Obţinem astfel o histo- 
gramă experimentală care verifică foarte precis legea distribuţiei. Gauss: 

Cu ajutorul acestei instalaţii putem varia valoarea erorii medii pătratice a, 
dacă utilizăm un număr mai mare sau mai mic de site. Dacă mărim numă- 
rul de site creşte numărul de ciocniri ale particulelor de nisip cu firele me- 
talice ale sitelor şi vom obţine o curbă de repartiție mai puţin netă, cu un 
maximum mai puţin pronunţat. Deci mărirea numărului de site este echiva- 
lentă cu mărirea erorii medii pătratice g. 

5.4.4. Funcţia de repartiție. Cunoscind densitatea de repartiție f(z) 
putem introduce funcţia de repartiție F(z) care reprezintă probabilitatea. ca 
în urma efectuării unei măsurări să se obțină o valoare individuală z; mai 
mică decit z: 


F(2) = Pa, <2). (6.60) 
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Deoarece probabilitatea ca în urma efectuării unei măsurări să se obţină 
oricare din valorile individuale posibile este unu, probabilitatea ca valoarea 
„individuală z, să fie mai mare decit valoarea z aleasă (P(z, > 2)) se exprimă 
prin probabilitatea P(z, < 2), ca valoarea individuală z, să fie mai mică 
decit z: 
P(z > 2) =1—P(z < 2) =1—F(a). (6.61) 
Această relaţie apare evident din figura 6.16. Dacă fixăm valoarea 
z = 2, atunci probabilitatea P(z, < z,) este egală cu aria A,, iar probabili- 
tatea P(z, < z,) este egală cu 
aria As, limitată de axa şi 
densitatea de repartiție f(x). 


P(z < ra) = Ai 
(6.62) 
P(ae > 20) = As 
Deoarece aria limitată de 
axa şi densitatea de repar- 
tiţie /(a) este egală cu unu, 
avem : 
A kA = 
şi (6.63) 
Ass — A 


Fig. 616. 


Funcţia de repartiție F(2) 
are un rol fundamental în pro- 
cesul de prelucrare a datelor 
experimentale afectate de erori 
întîmplătoare. Dacă este cu- 
moscută funcţia F(z), pentru 
diferite valori ale variabilei z, 
putem calcula probabilitatea 
ca rezultatul unei măsurări 
dividuale (2) să fie cuprins 
între valorile z, şi ze ale mă- 
surandului. Această probabi- 
litate este aria A haşurată din 
formula 6.17: 


Pie < 2 <2) = 


= 4 = Îfdaz (6.64) 
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Pe baza formulelor (6.60), (6.61) şi (6.62) putem serie: 


P(za < zi to) 


Pi) — Pe). 


Dacă am dispune de tabele, suficient de detaliate, pentru funcţia de 
repartiție F(2) am putea uşor afla probabilitatea ca în urma unei măsurări 
să obținem valori individuale cuprinse într-un anume interval, prin simpla 
scădere a valorii funcţiei de repartiție pentru limita interioară a intervalului 
ales din valoarea Tuneţici de repartiție pentru limita superioară a acestui 
interval. A 

"Tabelarea funcţiei de repartiție F(z) prezintă unele neajunsuri, din punct 
de vedere practic. Densitatea de repartiție f(z) conţine parametrii x şi a 
care caracterizează atit natura măsurandului cît şi condiţiile de măsurare. 
Deoarece în activitatea practică intervine o gamă foarte largă de valori 
pentru parametrii z, şi a, ar fi necesare extrem de multe tabele. 

Pentru evitarea acestor neajunsuri se introduce variabila 


E (6.06) 
a 
în funcţie de variabila u, densitatea de repartiție /(2) devine : 
[= i em (6.67) 


E 

“Trebuie ținut seama de faptul că în cazul densităţilor de repartiție, trecerea de Ia o varia- 
bilă 1a alta nu se face prin simpla inlocuire, ci trebuie să se impună condiţia ca probabilita- 
tea ca valoarea = să fie cuprinsă în intervalul î, a ++ Az să fie egală cu probabilitatea 'ca 
valoarea u să fie cuprinsă în intervalul 1, 1 + Au unde Au corespunde intervalului Aa, după 
tormula (6.66) , 


[Ax = hDAu. i 


De unde 


Ax 


Mw= ro . 


Au 
Dacă variabila z este cuprinsă în intervalul 


Az= 2-a 


atunei 


fu = sf) = 


V2zs 
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Avantajul introducerii va- 
riabilei u constă în faptul că 
densitatea de repartiție (6.67) 
nu depinde de valorile con- 
crete ale parametrilor ze şi a. 
devenind astfel o funcţie uni- 
versală uşor de tabelat. 

Densitatea de  reparti- 
ţie f(u) are un maximum pen- 
tru u =0 (adică pentru ) 
şi este absolut simetrică faţă 
de axa u =0 (fig. 6.18), adică 
pentru orice valoare a varia- 
bilei u avem: 


Piru) =. (6.68) Fig. 6.18. 


Probabilitatea ca varia- 
bila u să fie cuprinsă îm inter- 


valul (u,, us) este reprezentată 
grafic de aria corespunzătoare 
trapezului curbiliniu determi- 
nat de axa Ou, dreptele u=u, 
şi u=us precum şi de 
curba densităţii de repartiție 
(ig. 6.19). 

De obicei se tabelează 
aşa-numita funeţie de repar- 
tiție, Gauss W(u),, care -repre= 
zintă aria suprăteţei cuprinsă 
în intervalul (—, u),, repre- 
zentată hașurat în figura 6.20, 


În. tabelul 6.8 se indică valorile funcţiei de repartiție P(u) pentau. valorile, 
variabilei ude la —4la +4. 


î În figura 6:21 este reprezentată dependenţa funcţiei de repârtiţie "o 
de variabila u, 


î Diferenţa: zic îi 
. . 10) 


riabilei u să fie cuprinse în intervalul 
ie cuprinse între za “+ ua şi 20 + ac. 
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Lui 


Dacă'u, = —1 şi u, = 1 din tabelul 6.8 avem: - 4 


(1) — 0(—1) —0,84184 — 0,1586 = 0,68268.. + 
e O ezatia Antet tim Zion? 
ol) 2 02) 0,9725, = 0,02275. — 0,9545 
iar pentru i = —3 și us = +3. 
P(3) — b(—3) = 0,998650 — 0,001350 = 0,997300. 


= Aceste rezultate înscamniă că din numărul total n de valori individuale 
zi, za ++: za obținute în urma unui set de măsurări identice 68,268%, sînt 
cuprinse între valorile ap — e şi ae -- a, 95,45%, între zo — 2, și 20 -t- 20 
iar între xp — 3o şi o + 3 sînt cuprinse 99,73%, dintre rezultatele individu- 
ale, Deci numai 0,27% din valorile individuale se află în afara intervalului 
(o — 3a, ate + 30). 

Se pune, de multe ori, problema găsirii unui astfel de interval în jurul 
valorii adevărate z încît 50% din valorile individuale să fie cuprinse în 
intervalul respectiv. Dinte-un tabel mai detaliat, pentru D(u) se obține: 


(0,6745 — (0,6745) = 0,5000. 
“Deci în intervalul cuprins între -zp — 0,6745c. şi za 4+- 0,6745 yor fi 
cuprinse 50% din numărul n al valorilor individuale obţinute, într-un set 
de n măsurări. Din acest motiv mărimea 


: a, = 0,6745 (6.69) 
ă. 


se numeşte, eroare medie pătratică proba 


6.4.5. Nivel de încredere. Interval de ineredere. Trebuie să răspundem la următoarea 
întrebare. Dacă se efectuează un set de n măsurări și ani obținut prin calcul valoarea medie 
aritmetică a rezultatelor individuale X, precum și eroarea standard s a unei măsurări singulare 
şi respectiv eroarea standard a mediei aritmelice 5, cum putem stabili intervalul în jurul va- 
Jorii XE în care va fi cuprinsă valoarea adevărată z, și care va fi probabilitatea ca a, să fie cuprinsă 
ti intervalul considerat. 

Prin nivel dă încredere al măsurării (sau nivel de confidenă) P* se întelege probabilitatea 
owicae se poate afirma că, într-o serie de măsurări o anumită eroare aparentă nu va depăși 
eroarea care insojește rezultatul indicat al măsurării, 


Dacă numărul miăsurărilor ar fi sufieient de mare, am putea spune că dacă rezultatul 
măsurării este 


X ss 
atunci P* = 68,3%, iar dacă se indică 
A 2 52 
avem un nivel de confidenţă P* — 99,79%. 


Deoarece în măsurările conerete efectuate numărul n al măsurărilor individuale este 
relativ mic, se constată că aceste afirmaţii nu sint riguros exacte. 


12 — Preiuerarea datelor experimentale în fizică — cd. 219 177 


Intervalul de încredere at măsurării (saw intervalul de confidenţă) reprezintă intervalul 
cuprins între valorile extreme ale rezultatului unui set de măsurări. Cu cit nivelul de încre- 
dere P* este mai mare cu atit intervalul de încredere este mai mare. 

Pentru a înţelege cum se ajunge la stabilirea nivelului de conlidenţă P* şi a interva- 
1uiui de incredere, considerăm că am efectuat mai multe seturi de măsurări și că în fiecare set 
am obținut cite o valoare medie oritmetică X. Considerăm, de asemenea, că valorile medii 
ovținute X se distribuie în jurul valorii adevărate z, după densitatea de repartiție Gauss, în 
care inloeulm paratnetrul a prin sş. 


Deci 
RX) = (6.70) 
Etectuindu-se schimbarea de variabilă 
Aa (6.70) 
se 
se obţine 
(6.71) 


1 = Ja et, 


Valoarea parametrului £ este funcţie de nivelul de confidenţă P* impus, 
ca valoarea adevărată z, să fie cuprinsă în intervalul de încredere 


Rise <a sÎ+isz. (6.72) 


Dacă numărul n de măsurări nu este suficient de mare, se introduce 
mărimea ((P*, k), unde k —n — 1, care depinde atit de nivelul de confi- 
denţă P* cît şi numărul n de măsurări. Cunoscind mărimea /(P*, k), se poate 
atirma că probabilitatea ca valoarea adevărată 2, a mărimii măsurate să fie 
cuprinsă în intervalul de încredere 


R — NP", Ksz < 2 Ss R+ UP", Hsz (6.73) 


este P* (adică nivelul de confidenţă ales). 

Nu ne ocupăm de modul de calcul al funcţiei ((P*, k), subliniem numai 
că această funcţie este tabelată şi noi trebuie să știm cum se folosesc valorile 
date în tabele. În tabelul 6.9 se indică valorile funcției ((P*, k) pentru nive- 
lele de încredere P* — 0,90; 0,95; 0,98; 0,99 şi 0,999, precum şi pentru 
diferite valori ale numărului k care poartă numele de grade de libertate. 
În exemplul din paragratul 6.4.2 am obţinut rezistența medie 


R = 6,274 9 
şi eroarea standard a mediei aritmetice 


sa = 0.001 O, 
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Tabelul 6.9 


na azeit 0,90 0,909 
4 2,132 8,610 
5 2,015 6,859 
[i „943 5,959 
7 189 31405 
8 1,860 5,041 
9 1,833 4,781 
10 1,812 4,587 
ul 1,796 
12 1,782 
13 1771 
i vai 
15 1,753 
10 ! 

18 i 

20 1 

25 1» 
30 1,697 
35 1,689 
10 1048 
45 1,679 
50 1,076 
60 1,071 
70 1,067 
80 1,664 
90 vaca 
100 1,660 
1,645 


Deoarece s-a efectuat un număr n = 10 măsurări, adică numărul gra- 


delor de libertate k = 10 


-1 = 9 obţinem: 


1 == (0,90, 9) = 1,833 10,99, 9) — 3,250 


10,95, 9) 2,262 
10,98, 9) — 2,821 


1(0,999, 9) = 4,785 


Dacă scriem rezultatul acestei măsurători sub forma 


R = (6:274 + 0,004785) O 


sau prin rotunjirea valorii 


R 


erorii : 


(6,274 + 0.005) Q 


putem afirma că valoarea adevărată a rezistenței bobinei este cuprinsă în 
intervalul de încredere (6,269, 6,279 Q) cu un nivel de contidenţă P* = 0,999. 
Adică probabilitatea ca eroarea aparentă a unei măsurări să depășească Va- 


loarea îs adică 4,785.2,8-10-: 


0,013 O este mai mică decit 0,1%. 


De foarte multe ori, în practică, se pune problema efectuării măsurărilor 
în asttel de condiţii încît pentru un nivel de confidenţă dinainte stabilit, 
intervalul de încredere să nu depășească o valoare dată. În astfel de cazuri» 
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se efectuează un număr n, de măsurări de regulă n, — 10, apoi se calculează 
intervalul de încredere, corespunzător nivelului de confidență P* stabilit. 
Dacă intervalul de încredere obținut este de m ori mai mare decit cel impus; 
atunci numărul măsurărilor individuale necesare este n nn. 

Din cele discutate în acest paragrat rezultă importanța efectuării unui 
număr n cît mai mare de măsurări individuale, în scopul micșorării interva- 
lului de încredere la un nivel de contidență stabilit. Ar fi însă destul de grav 
dacă am rămine cu impresia că mărind numărul n al măsurărilor individuale 
putem obţine orice precizie dorim, adică un interval de încredere oricît de 
mic corespunzător unui nivel de confidenţă oricît de ridicat. A 

Gea mai sigură cale de a obţine intervalul de încredere impus, la un 
nivel de contidenţă P* stabilit, este mărirea preciziei măsurărilor individuale, 
ceea ce conduce la micșorarea erorii standard s. Cu cît valorile individuale z, 
obținute, vor fi mai apropiate de media aritmetică X, cu atît eroarea stan- 
dard s va fi mai mică, ceea ce asigură micşorarea intervalului de încredere 
pentru P* şi n daţi. Deci un set de n măsurări individuale este cu atît mai 
precis cu cît dispersia (împrăștierea) rezultatelor individuale este mai mică. 
Pentru asigurarea acestui deziderat se impune o bună stabilitate a apara- 
turii utilizate şi înlăturarea factorilor exteriori care pot mări amplitudinea 
erorilor: întimplătoari 


6.46. Coneluzii praetice privind erorile intimplătoare în cazul efectuării 
unui set de măsurări direete, în aceleaşi condiţii. Din cele discutate mai sus, 
putem răspunde la cele trei întrebări fundamentale, care se pun în procesul 
de efectuare a măsurărilor şi de prelucrare a datelor obţinute, 

a) Valoarea care aproximează cel mai bine, valoarea adevărată a mi- 
rimii fizice măsurate este media aritmelică Ra valorilor individuale z 
23 su as obținute într-un set de n măsuri 


b) Eroarea asociată unei singure măsurări este eroarea standard s. 


aritmelice este eroarea standard a mediei să, 


c) Eroarea valorii me 

În practică se pune însă problema efectuării de măsurări asupra unui 
număr mare de măsuranzi. De exemplu, un operator trebuie să măsoare, 
cu ajutorul unui ohmmetru, valoarea rezistenţelor pentru un număr N de 
vezistori. Este clar că nu este posibil ca rezistența fiecărui rezistor, să fie 
măsurată de un număr n, suficient de mare, de ori. În acest caz trebuie pro- 
cedat în felul următor. Se măsoară rezistența unuia din cei N rezistori de un 
număr n, suficient de mare, de ori. De obicei n — 10 — 15. Pe baza rezulta- 
telor individuale obţinute se calculează rezistenţa medie Fi a acestui rezistor 
şi eroarea standard s, precum şi eroarea standard a mediei aritmetice sa. 


Dacă se impune ca rezultatele măsurărilor să fie livrate cu un anumiț 
nivel de încredere P* se caută valoarea /(P*, k) din tabelul 6.9 şi se scrie 
rezultatul acestei măsurări : 


NR R = BR + 4(P*, ha (6.74) 
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Eroarea standard s este o caracteristică a metodei şi mijlocului de măsu- 
rare utilizate. De aceea dacă pentru rezistențele celorlalți rezistori se efec- 
tuează cîte o singură măsurare obținindu-se valorile individuale Ri, Rs, 
.... Ryo, aceste rezultate trebuie indicate sub forma : 
Ru d W(P*, Rs 


Rs + 4P*, RS 


e ful (6.75) 
Rosa 2 HP, ks. 

Dacă însă rezistenţele celor (N — 1) rezistori se măsoară de un număr 

de ori n, <n, de exemplu n; = 5, atunci se calculează mediile aritmetice 


ale fiecărui set de măsurări obținindu-se valorile Ru, Bz, ..+, Ru-u.. Eroarea 
standard a mediilor aritmetice Ri, Ba, --- Rao va fi 


(6.76) 


sa 5 
Nm 
„i Se caută în tabelul 6.9 valoarea. (P*, ki) unde ki = n, — Î, iar rezul- 
tatele celor (N — 1) seturi de cite n, măsurări se indică sub forma : 


R, 2 V(P*, kOSR 
De UR, Na dle atarna a 
Eul Buc atit Cheia Po caiae Mr dala gaina Ac zi) 
Ra E V(P*, ks: 


Rezultatele măsurărilor efectuate trebuie să fie însoţite de indicaţii 
privind metoda şi mijlocul de măsurare utilizat, precum şi nivelul de confi- 
dănță P* care a fost considerat la calculul intervalului de încredere respectiv. 

De cele mai multe ori rezultatele unor măsurări sînt livrate sub forma : 


Rs, Rat, -- Ru-ats (6.78) 


sau sub forma: 


Ru k Sâ Ra 58 oc, Rica E SA (6.79) 


În acest caz pe lingă metoda şi mijlocul de măsurare utilizat, trebuie 
să se indice numărul n de măsurări pe baza cărora a fost obținută eroarea 
stindard s; precum şi numărul n, de măsuri individuale cu ajutorul căruia 
a fost calculată eroârea standard a mediei sa. Aceste indicaţii sînt absolut 
necesare pentru ca experimentatorul care utilizează aceşti rezistori să poată 
calcula intervalul de incredere corespunzător unui nivel de confidență, ce 
se impune în experienţele care le efectuează. 


6.4.7. Compararea valorilor medii. În efectuarea unor. experiențe apare 
adeseori problema stabilirii dacă între valorile unui anumit parametru pentru 
două probe distincte există sau nu o diferență semnificativă, adică dacă 
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putem afirma că parametrul respectiv, pentru cele două probe, are valori 
diferite sau nu. De asemenea, se cere să se verifice care este nivelul de îiicre- 
dere al afirmației făcute. 

De multe ori se procedează eronat, în felul următor. Se efectuează n, 
măsurări pentru proba 7 şi se calculează valoarea medie aritmetică a rezul- 
tatelor acestui şir de măsurări, pentru valoarea parametrului ce ne întere- 
sează. Notăm cu X,, valoarea medie obținută şi cu s, eroarea standard calcu- 
lată. Fixindu-se nivelul de încredere P* putem afirma că valoarea adevărată 
za este cuprinsă în intervalul 


RLHP*, RD) jr (6.80) 


unde ki =n,—1. 

Analog se efectuează un număr ns de măsurări pentru proba numărul 2 
obţinîndu-se valorile X, şi ss. Se poate afirma că valoarea adevărată za, este 
cuprinsă în intervalul 


Rupe, ov (6.81) 


cu nivelul de confidență P* 
Se afirmă că dacă intervalele (6.80) şi 6, 81) nu se suprapun, parame- 
trul pentru cele: două probe are valori semnificative distincte şi invers. 
S-a constatat că acest criteriu nu este suficient de corect și de aceea 
pentru a putea decide dacă diferenţa dintre mediile aritmetice X,, şi X, este 
întimplătoare sau semnificativă se calculează raportul : 


(6.82) 
unde 
e | az eee 0, (6.83) 
n na —2 


Avind valoarea ! calculata se fixează un nivel de încredere P: cu care 
dorim, să afirmăm că cele două Yalori. medii aritmetice X, și X sint sau nu 
diştincte. Numărul. gradelor de libertate se ia £ = n, ++ na — 2. Din tabe- 
Iul 6.9.se află valoarea funcţiei /(P*, K) corespunziitoare. nivelului de con- 
fidenţă” P* şi numărul gradelor de libertate K. 

Dacă valoarea 1 calculată prin formula (6.32) este mai mare decit va- 
Toarea ((P*, K) aflată din tabel 


131P*.R) N (6.84) 
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se poate afirma că diferenţa valorilor medii X, şi Xa este semnificativă, adică 
neîntimplătoare, cu nivelul de confidenţă P* stabilit. 
Dacă însă 


t<UWP*, k) (6.85) 


nu putem considera că diferența între valorile medii X, şi Ra este semnifi- 
cativă şi deci neconcordanţa între valorile X, X, este întimplătoare, iar 
valoarea reală a parametrului z pentru cele două probe este aceeași. 

Subliniem că dacă inegalităţile (6.84) şi (6.85) sint aproximative, adică 
dacă ! este cu foarte puţin mai mare sau mai mic decit /(P*, k) se recomandă 
mărirea numerelor n, şi na de măsurări pentru a putea lua o decizie mai con- 
cludentă. 

Respectarea acestui criteriu prezintă mare importanţă în studiul dife- 
ritelor materiale în scopul determinării proprietăţilor electrice, magnetice etc, 
ale acestora. Aceasta cu atit mai mult cu cit unii parametri ce caracterizează 
diferite materiale au valori apropiate. Astfel rezistivitatea p este 1,6-10-*% Q-m 
pentru argint şi 1,72:10-% Q-m pentru cupru. De asemenea, coeficientul te! 
mic de variăţie a rezistivităţii este 4,1-10-2 grd-! pentru cupru şi 4,2:10-2 grd”! 
pentru aluminiu. p 


6.4.8. Măsurări indirecte. Legea de compunere a erorilor. În paragrafele 
piecedente ne-am ocupat de studiul 'ererilor de măsurare în cazul unei mărimi 
ce z direct măsurabile. Se intilnesc, însă, foarte. des situaţii cînd mărimea 
fizică Z ce ne interesează nu este direct măsurabilă, ei se calculează pe bază 
unor mărimi %, y, u, p... care sînt direct măsurabile. Mărimea Z se exprimă 
prin mărimile x, y, u, p... printr-o relaţie funcţională de tipul : 


Za mu: 


(6.86) 


De exemplu, stabilirea densităţii p a unui corp se poate realiza măsurind 
masa m şi volumul V ale corpului respectiv 


ema: (6.87) 


în studiul fenomenului de interferenţă a undelor, lungimea de undă A se 
se obţine prin formula 


id 
PE 6.88 
D (30) 


unde i este interfranja, d este distanţa între surse, iar D distanţa de la planul 
surselor la ecran. 

În primul caz (6.87) mărimea fizică Z este densitatea p a corpului; mă- 
rimea z este masa m a corpului, iar y volumul V al corpului. Deci funcţia 
f(x,y) reprezintă raportul dintre e şi y- 3 
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Determinarea mărimii Z printr-o metodă de măsurare: indirectă implică 
stabilirea erorii standard rezultate s; sau a erorii standard a mediei sşi* 
Prin eroare rezultantă înţelegem eroarea globală, care însumează arisam- 
blul erorilor datorate componentelor funcţionale asociate măsurărilor directe 
în cadrul unei măsurări indirecte. De exemplu, eroarea rezultantă în valoarea 
lungimii de undă A (6.81) este datorată erorilor parţiale în mărimile i, d și D. 
Eroarea parţială reprezintă partea din eroarea de măsurare rezultantă, 
datorată unui singur component. Dacă de exemplu, pentru măsurarea lun- 
gimii de undă A pe baza formulei (6.88) mărimile i, d şi D se măşoară cîte o 
singură dată atunci erorile standard parţiale vor [i s., sp şi sp, iar dacă iccare 
din aceste mărimi se măsoară de mai multe ori, atunci vom avea erorile par- 
ţiale standard ale mediei aritmetice s,, sz Se pune deci problema. expri- 
mării erorii standard sa sau a erorii standard a mediei, aritmetice, sa. prin 
erorile se. Sa, 5p.şi. respectiv prin si, Sa s5- N sait 
Eroarea rezultantă se exprimă prin erorile parţiale după legea. de com: 
punere a erorilor. j N 
Legea, de compunere a erorilor esțe legea care descrie legătura dintre 
erorile parțiale care afectează rezultatul unei măsurări. Pentru a ajunge. la 
legea compunerii erorilor Vom considera citeva cazuri paiticulare. 
a) Dacă mărimea fizică Z este suma mărimilor z, y, u, v. 


că: a Zmeu 


atunci contorm formulei (2.21) putem serie AȚI i 
5 35, 4 34Psi psp. i (6.90) 


În cazul cînd se efectuează mai multe măsurări pentru mărimile z, y, 
w, pi... se calculează mediile aritmetice £, Ş, d, 5... şi erorile standard ale 
acestor medii aritmetice sz, sş, Sa; sg... iar eroarea standard a mediei aritme- 
tice pentru mărimea Z va fi: tii € Ș 


sa=ss+ss+sats+... (6.91) 


Expresiile (6.90) și respectiv (6:91) rămîn valabile în cazul cînd unele 
din mărimile &, y, u, p... întră în formula (6.89) cu semnul minus. 
: * b) Mărimea-Z depinde de mărimile “direct măsurabilă z, y ti, 
forma : zi a 


În acest caz conform formulei (2.40) putem scrie 


vos. + pios, A 


şi respectiv . ze 5 exit extra d ss lu 


uvsz -+ ctuwsz, 2053 -k- 2yu33 (6.94) 
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„-€) Dacă mărimea Z reprezintă raportul a două mărimi & şi y ca în cazul 
formulei (6.87), atunci contorm formulei (2.50), avem : 


1 A iz : 
sa = (se + 25) = =(2 + 22) (6.95) 
[7 ya y 


şi respectiv 


(6.96) 
(6.97) 
atunci, contorm formulei (2.54) 
5 = KE15, (6.98) 
E : | 
R să = kA (6.99) 


e) În cazul cind avem o funcţie de forma 
z=Yi (6.100) 


pute aplica formula (2.58): 


(6.101) 


şi 


ggali a 46.102) 


Aceste formule pot fi utilizate, în practică, pentru calculul erorii rezul- 
tante. Se arată însă, în teoria erorilor de măsurare, că este mai-indicat să 
nu se ia suma erorilor partiale, ci radial din suma pătratelor acestora. 
în locul formulelor (6.00) şi (6.91) este mai corect să se scrie for- 


5 VE FSE FA ..+ 146.109) 
şi 
4 sg = VEFErsETsi (6.104) 
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De: asemenea, în locul formulelor (6.93) şi respectiv (6.94) se va scrie : 


sa = A/(uuos.)? + (aus) (agos)E (zyus,)? (6.105) 
şi 


sz — AV (uuoa)” (eur) (agora) Fag: (6.106) 


În cazul în care mărimea Z esie raportul mărimilor z şi y eroarea rezul- 
tantă va fi, din formulele (6.95) şi (6.96); 


SEE cm 


Deci în urma măsurărilor indirecte rezultatul măsurării se indică sub 
forma : 
AI] Zis (6.109) 
sau E detii 4 ă 


în funcţie de faptul dacă mărimile z, y, u, v... au fost măsurate o singură 
dată fiind afectate de erorile standard respectiv 5., 3, su sp... Său aui fost 
măsurate de mai multe ori, valorile medii ale acestor măsurări, 2, 7, ă, 5... 
fiind afectate de erorile standard a mediei aritmetice sz, sş, sg, Valoarea 
medie a mărimii Z fiind 


2=12 da, s. (6.110) 


Nivelul de confidenţă pentru valoarea Z sau Z va corespunde nivelului 
de confidenţă cel mai scăzut, pentru valorile z, y, u, v ce intră în for- 
mula (6.86). 


Exemplu 
Dacă se măsoară inărimile î, d şi D (formula 6.88) de un număr de ori, 
obţinindu-se prin metodele cunoscute mărimile î, d, D, sr, sg şi sp, valoatea 


medie a lungimii de undă este: 


(6.111) 
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Dacă notăm cu z produsul id atunci putem găsi eroarea standard a 
valorii medii pentru mărimea £ = î-d, conform formulei (6.106). 


(6.112) 
Cum 
Contorm formulei (6.108) 
= Br za di 
Zi 3 
E) (8) +(5) 
Introducind valorile s, şi z avem: 
(6.113) 
(6.114) 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


6-1. "Se măsoară o diferenţă de potențial U cu ajutorul unui voltmetru cu seira gradată 
jintâră, separată în 100 de diviziuni. Valoarea unei diviziuni fiind 3 V. Să se determine do- 


meniul în care trebuie să [le cuprinsă valoarea diferenţei de potenţial U astfel incit eroarea 
relativă BU să nu depăşească 2%. 
n: 


Gu ochiul liber se poate evalua poziția acului îndieator cu o precizie egală tu jumătatea 
distanţei dintre repere. Deci 


AU =15V 
și 


Pentru valorile U < 75 V, AU > 2%. 


De exemplu dacă U= 10 V 
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6-2. Se cere să se indice modul în care trebuie să fic realizată o scară gradată neliniară, 


astfel incit eroarea să nu depindă de valoarea mărimii măsurate. 
R: 
Considerăm o diviziune oarecare pe scara gradată pe care o notăm cu y iar Az este eroarea 
absolută cu care se apreciază distanța pe seara gradată. Viteza de variaţie a valorii diviziunii 


în funcţie de distanța z pe scara gradată este: 


Mărimea : 
A az 
dz 

a valorii diviziunii y. Dorim ca eroarea relativă a fiecărei divi- 


reprezintă. eroarea absolută 
ziuni să fie constantă : 


au 
A A. bot, 
v 
De unde 
sau 
= Caz: ny= 624 
sau 
a= a.my-£. 
GA 


eroarea relativă să fie constantă, re- 


Rezultă că c scară gradată uniformă, în sensul ca 
prezintă o scară gradată logaritmică. 

6.3, Să se calculeze diferenţa tolerată AL intre braţele unei balanţe cu braţele conside- 
rate egale cu 1 = 20 em astfel încit Ia o singură cintărire să nu se comită o eroare. sistematică 


velativă mai mare de 1% și respectiv 0,1%. 
n: 
Mie m masa adevărată a corpului de cintărit şi M masa greutăţii ce echilibrează corpul 
de, masă m pe balanţă. 
mgl= Madi = AD 


mA A 
M Li 


Considerind m = M avem: 
su SA, 

A 
= 0,01:20 = 0,2 cm = 2 mm 


0,001:20 = 0,02 cm — 0,2 mm. 
pentru care densitatea lichidului, obținută pe 


nivel de confidență P* = 0,99. 


AL, = 8,m- 
A = 3in-t 


6.4. Să se indice intervalul de încredere 
baza datelor din tabelul 6.3, este cuprinsă cu un 
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Rt 
Se realizează tabelul de calcul : 


Tabelul P.6.1 


| e de/m*) | ss | ee 

d 1 530 30 900 
2 480 —20 400 
3 460 —40 1600 
4 520 20 400 
5 490 —10 100 
[i 500 o o 
a, 540 10 1 600 
8 470 —30 900 
9 450 —20 400 
10 530 30 900 


M 


| 5.000 | o | 7200 


ze = 500 kg/m. 
n 


a e, 
= Vo - 7200 2 9 kg/ms. 


Din tabelul 6.9 atlăm £ (0,99, 9) = 325 
îqp = 29 ke/m. 
Deci 
p = (500 = 29) kg/m?. 
6.5. Pentru măsurarea capacităţii C cu ajutorul montajului din iigura P.5-3 (problema 5.6) 


se determină tensiunea U și intensitatea J a curentului clcetric pentru clteva valori ale rezis- 
tenţei It. Datele obținute sint indicate în tabelul P.6-2. 


Tabelul P.6.2 


R (9) | 700 | 600 | soo | 400 | 300 | 200 
Vu (W) 73 | 8.6 10 | 120| 15 | 10,2 
1 (mA) as | 435 | si | 62 [775| 9 


Se cere să se determine capacitatea C a condensatorului şi eroarea standard a mediei ss. 
Se realizează tabelul de caleul 


9,809-10- 
6 


= 1635-10 F. 
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Tabelul P.6.3 


x, cup | ce 


0,023-10-3 
—0,021:10-3 
—0,011 
0,010 
0,010 
—0,009 


z: 
ş 
E: 
î 


IE 9,0910 | 


18,071 


0711077 =0,007-10-0 2, 


(1,633 <- 0,0710 12, 


6.6. Măsurindu-se presiunea și volumul unui șaz la temperatură constantă se obțin datele 


din tabelul P.6.4. 


Tabelul Pad 


A | vrem?) | Dem tra) | Pav 
1 30 76 2 280 
2 25 90 2 250 
a 20 115 2300 
4 15 151 2 205 
5 10 228 2280 


SA se indice intervalul de incredere în care se poate afirma că produsul PY este cuprins 


eu un, nivel „de confidență „pP* = 0,99, 
n: 
Pentru simplificare notăm produsul PV = 
Caleulele se fac pe baza tabelului P.0.5. 


Tabelul 0.8 


i | | cae 
1 2280 5 25 
2 2250 —25 023 
3 2300 25 625 
i 2205 —10 100 
5 2280 5 25 
SI 11375 ] 1400 
îmi 375 — 327 
Ve 
= If 
= PIE aa 
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Din tabelul 6.9. 
10,99, 4) = 4,604, 140,99, 4)s = 39. 
Putem afirma că produsul PY este cuprins în intervalul 
(2273 «+ 39) (em2-em col. Hg) 


cu o probabilitate de 0, 

6.7. fn urma efectuării a două serii de măsurări, de egolă precizie se obţin valorile X, = 
= 23,36, X, = 22,80, s, 3 1,10 şi s, = 1,25 pentru două probe. Prima serie de măsurări constă 
din n, = 25 de măsurări individuale, iar a doua serie de măsurări din ns = 50 de măsurări indi- 
viduale. Se cere să se specifice, cu un nivel de încredere P* = 0,99, dacă diferența mediilor 
aritmetice X, și X, este sau nu semnificativă. 


E (n — Di + (n: — Di 0298 


m ns —2 
23,56 — 22,80 _2 55. 
0,298 


Din tabelul 6.9 se obține 
100,99, 73) > 2,048. 
Deci 
1 100,99, 73) 
motiv pentru care nu putem considera că cele două probe sint semnificativ diferite, 
6.8. Titectuindu-se măsurarea rezistenţei unei bobine se obţin rezultatel 


5,015; 5,622; 5,624; 5,618; 
5,620; 5,033; 5,628; 5,024: 5,613 A. 
SA se indice corect rezultatul acestui set de măsurări. 
R: 


R= (6,622 + 0,002) A. 
6.9. In tabelul P.6.6 sint date valorile vitezei luminii obținute în diferite experienţe 


'Pabelul P.6.6 


Anu e dem/s) 
1951 2997931 
1954 299793,0, 

y ) 1957 299792,85 
1958 290792,50 


Să se Indice valoarea cca mai corectă pentru viteza luminii e, în vid şi eroarea standard 
n mediei. 
6.10. Pe baza datelor obţinute privind valoarea constantei gravitaționale > s-au calculat 
următoarele valori pentru densitatea p a Pămintului, în kg/m?. 
5 560, 5 527, 5 498, 5 627, 5 507. 
Să se indice valoarea cea mai bună pentru densitatea Pămintului şi eroarea standard. 
R: 


p = (5,523 + 7 kg/m'. 
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RO NNE SPE IP L8 E UMR 2 -.. 


METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE: 


În capitolul 4 am văzut că efectuind măsurarea unei mărimi fizice y 
pentru diferite valori ale mărimii fizice «, obţinem perechile de valori expe- 
rimentale : 


is as ae 


(7.0) 
Vie Va Van ii Va 


pe baza cărora putem să încercăm reprezentarea dependenței mărimii y 
de mărimea z, printr-o formulă de forma 


= be 2) 47.2) 


unde a, d, c... sînt parametrii numerici, iar funcţia £ este o funcţie rațională 
de argumentele indicate. 

Vom considera că în procesul de măsurare, rezultatele individuale 2, 
ze „ nu sînt afectate de erori sau mai corect spus că erorile care afec- 
tează valorile individuale zi = 1, 2, ...» n) sint neglijabile faţă de erorile 
ce afectează valorile individuale y; (i —1, 2, 3... n). 

Deoarece valorile individuale yu, yz ---» Vu Sînt afectate de erori de 
măsurare întîmplătoare, diferențele : 


m = Ra be 


va — a, be, (7.3) 


Un = as:b, € în cc 20) = Agai 
vor fi diferite de zero. 
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Metoda celor mai mici pătrate este o metodă de calcul pentru valorile 
cele mai probabile ale parametrilor a, b, e... din condiţia ca suma pătratelor 
diferenţelor (7.3) să fie minimă : 


Ss 


(Ay) + (Ano) + one (Ag) -z (Ay. (7.4) 


“Trebuie subliniat că metoda celor mai mici pătrate este cea mai corectă 
metodă de calcul pentru valorile parametrilor ce intră în formula empirică 
(7.2), dar această metodă poate fi utilizată numai după ce au fost efectuate 
toate încercările, deserise în capitolul 4, pentru a afla forma analitică a for- 
mulei empirice (7.2). 

Cu cît numărul n al măsurărilor individuale este mai mare decit numă- 
rul parametrilor din formula (7.2) cu atit este mai mare probabilitatea ca 
erorile întimplătoare ce apar în rezultatele măsurărilor individuale să se 
compenseze reciproc și deci valorile parametrilor a, b, c, obținute prin metoda 
celor mai mici pătrate, capătă un nivel de confidenţă mai ridicat. 

Ne vom ocupa de aplicarea metodei celor mai mici pătrate în unele 
cazuri particulare. 


7.1. LINIA DREAPTĂ CE TRECE 
PRIN ORIGINEA COORDONATELOR 


Dacă formula empirică (7.2) este de forma: - 
y = ba (7.5) 
atunci diferenţele (7.3) capătă forma : 
=> ba = Ap 
a = ba == Aga (7.6) 
Ya — ba = Aa: 


Măsura erorii totale, ce se obţine prin aproximarea datelor experimen- 
tale (7.1) prin formula (7.5) este suma pătratelor abaterilor (7.6) pentru toate 
punctele experimentale : 


s = En — ta. 0.5 


Valoarea parametrului b care aproximează cel mai bine datele experi- 
mentale (7.1) prin formula (7.5) se obţine din condiţia ca suma S (7.7) să 
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fie minimă, adică din condiţia ca derivata mărimii S în raport cu parame- 
trul d să [ie zero: za 
54 (7.8) 


Electuînd derivata expresiei (7.7) în raport cu parametrul d obţinem : 


Si = 23, îzd(— 20 = 7 25 i 20 a = 0, 


Din această! expresie rezultă valdarea parametrului 15: 


n 
: SIE - tis 4 E 
a i ii ua 2 n al na + (7.9) 
Zn aa ir i ok a 4-a 
au! 


Valeatea parametrului D, obținută din formula (7.9), este afectată de 
eroarta standard. i 


PI e — ua 
ta 3 (ue a 
da] SE “71 ez0) 


(n — D Sas, 


Exemplu. În tabelul 7.1 stiit date rezultatele inăsurărilor alungirii 2 a 
unui arc pentru diferite valori ale forței 4, de întindere a arcului. 


Tabelul 7.1 


FIN) | o | %5 | 1 15 2 23 | ] js 4 
e ţem) | [) | 048 1,05 | 147 | 210 | 240 | 9, | 3,7 | 44, 


avem o dependenţă de forma 
Pan (7.11) 
unde k este constanta elastică a arcului. 


Avind deci, o dependenţă de forma (7.5) putem calcula, pe baza datelor 
din „tabelul 7.1, constanta elastică a. arculu 


În acest caz ştim 


PF 52,020 id 1 
k —D—— = A = 0,9998 N, = 99,98 N, 
ari Dag 5210364 tă a 
is = : _ E 


cu-ajutorul formulei (7,10) obţinem»... - rise 
sg — 1,62+10-2/N/em = 1,62 N/ni. : i 
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Fig. 7.41, 
Deci pe baza rezultatelor experimentale și utilizînd formulele (7.9) și 
(7.10) putem afirma că valoarea constantei elastice a arcului este : 
= (99,98 = 1,62) N/m- 


Rezultatele experimentale şi dreapta dată de formula (7.11) sînt indi- 
cate în figura 7.1. 
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7.2. LINIA DREAPTA. CAZ GENERAL 


Dacă mărimea fizică y depihde de mărirea y printr-o dependenţă liniară 
de torma: ; 


) y=a+ ba (7.12) 
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se pune problema calculării parametrilor a şi 5 astfel încît dreapta (7.12) 
să aproximeze cit mai fidel posibil datele experimentale (7.1). 

Conform metodei celor mai mici pătrate se consideră că valorile parame- 
trilor a şi D pentru care dreapta (7.12) aproximează cel mai bine datele expe- 
rimentale (7.1) sînt acele valori pentru care suma : 


Ss = (ue — a — dz) (7.13) 
este minimă. 
Suma S va fi minimă cînd derivatele ei, atit în raport cu parametrul a 
cit și în raport cu parametrul b, sint zero. 


FE ȘI pata, — a — 820] =0 (7.14) 
Si — E, l-2zitw — a — da] 0. (7.15) 


Din formulele (7.14) (7.15) obţinem : 


săi +na= Su, (7.15) 
24 [=A 

= GE e: 
o5at + că, = Xe (7.17) 
DT eu 


Pentru obţinerea relaţiei (7.16) am folosit egalitatea evidentă 
n 
Sa = na. (7.18) 
IA 


Este comod să se introducă noţiunea de „centru de greutate“ pentru 
distribuţia datelor experimentale (7.1). Coordonatele centrului de greutate 


sint £ şi 3, unde: 
1 ie 
pr zi D=— Ye (7.19) 
n A n de 


Împărţind prin n relaţia (7.16) se obţine : 
n 
SL, 
ADERE măi e 
n 2 n 


d=a+ dz. (7.20) 


sau 
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Această relaţie indică faptul că dreapta, care aproximează cel mai bine 
punctele experimentale obţinute, trece prin centrul de greutate al tuturor 
punctelor experimentale. Această concluzie prezintă o importanţă deosebită, 
N egarece stabilește un punct al dreptei, ceea ce în procesul de prelucrare a 
datelor experimentale este de mare utilitate. 

Introducind notaţiile : 


n 
Bai B = 
i 


n n n 
Sa: C = Si D= Di (7.21) 
i [zi [=] 


sistemul de ecuaţii (7.16), (7.17) devine : 


Ab = an =C (7.22) 
Bd+Ab=D. 
De unde 
Cc | 
, Ip al _np=c4 Piz) 
Î n nB —A4? 
BA 
şi 
l [ei 
B_D x AD=BO o BGECA (7.24) 


PE AB  nB-A 
BA 


Introducind mărimile A, B+ C şi D obţinem: 


n n 
n Dai — XD 
iz [zi 


b = 


n Sat — a 
Pitt) 


Numărătorul acestei relații poate fi seris sub forma : 


Du Deda yu — Da e 23 y 3 — dpi (7.25) 
= n 4= î= = = = 
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iar numitorul- : E a a A -. 


(7.26) 


Să demonstrăm egalitatea : 
a 5 

„Za = = Dai — na. (7.27) 
Ei [= 


Putem scrie: 


he n n n 
Pee — 2 = fat — 22, + 2) = Bat — 22 Xa + n 
î Z ră =A 


n n 
= Xa? — 2na + n = — na 
= 


Ținind seama de formulele (7.25), (7.26), şi (7.27), obținem pentru valoa- 
rea parametrului b: ; : 


FI 
Fa =. 


Dacă cunoaştem panta b a dreptei putem calcula parametrul a din 
relaţia (7.20): , 

i aj , (7.29) 

Formulele (7.28) și (7.29) sînt cele mai comode pentru calculul valorilor 
parametrilor a şi b. 

Exemplu. Pentru o bară de cupru, de diametru d = 1 cm, şi de Iuugime 
1 => 82 cm, se măsoară rezistența R în funcţie de temperatura 0. Datele 
obținute în urma efectuării a șapie măsurări individuale, pentru diferite 
temperaturi, sint indicate în tabelul (7.2). 


Tabelul 7.2 


30,1 | ao :] 40,0 - 4541 | 50,0 


| 


Se pune problema ca pe;:baza acestor date experimentale să se calculeze 
ezistivitatea p-a cuprului la 0"C şi coeficientul termic a de. variaţie a-rezis- 
tenţei cu temperatura, în cazul cuprului. 


RO | 76,30 77,80 ms | 80,80 | 82,35 | 83,90 85,10 
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i linia ui 


Fig. 7.2. 


Datele experimentale din tabelul 7.2 sînt reprezentate în figura 7.2. 
Nedem că punctele experimentale sint aşezate destul de bine pe o dreaptă 


şi deci putem scrie : N 
R=a+b0. (7.30) 

Coordonatele centrului de greutate pentru punctele experimentale din 
tabelul 7.2 sînt: 
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Folosind formulele (7.28) şi (7.29) trebuie să facem un tabel: de calcul, 


care să cuprindă mărimile (0, — 6), (0,— 6)* şi (5, — OR, Etectuind talcu- 
şi 


lele pentru aceste mări 


i obţinem datele din tabelul 7.3. 


Tabelul 7.3 


1 BI | ce, — | c,-5R, 
1 —1 216,22 
2 — 781,11 
3 — 303,90 
4 77,57 
5 408,40 
o 844,03 
3 1.273,10 
Lă 245,3 506,00 | | 211,87 
Re baza datelor din acest tabel avem : 
30. Da, 
Li = a == 0,288 
Z (0, — 6) f 
[zi 
iar 
a = R — b0 — 80,86 — 10,09 — 70,77. 
Deci, relaţia (7.82) se serie sub forma : 
R = (70,77 + 0,2880)u 0. (7.31) 
Știm că rezistența depinde de temperatura 0 după formula 
R = RAU + 40). (7.32) 


şi 


Comparind formulele (7.33) și (7.34) obţinem : 
R, = 70,77 vo 


Li 


rai Et 88 en PAL. get a 
Ra 70,77 


Rezistivitatea g, la 0*C se calculează din relația 


Popi RS = 70,77-10-+ 9 75.10- — 1,736-10-* Om. 


3: 
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